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ГЛАВА 


ПЕРВАЯ 


I 

[ 

ДВЕ ЗАДАЧИ ИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ. 

В тесной и неразрывной связи с диференциальным исчислением, 
івлянсь его естественным продолжением, стоит так называемое инте¬ 
гральное исчисление. 

Подобно тому как на возникновение диференциалыюго исчисления 
іильное влияние оказали две задачи: задача о касательной и задача о 
ікорости, — точно так же и интегральное исчисление возникло из двух 
а дач. 


1 § Ь Первая задача интегрального исчисления. 

К числу тех задач, которые естественно возникли при самом начале 
рождения геометрии как науки, принадлежит прежде всего задача 
вычислении площадей. Причина очевидна. Эта 
дача имеет не только теоретический, но и прак- 
ческий интерес. И не случайно, быть может, 
чала геометрии были заложены в Египте. Еже¬ 
годные бурные разливы Нила, смывая границы 
Земельных участков и изменяя их форму, тем 
|Ьамым ставили на очередь вопрос о вычислении 
Лошадей. 

Метод, который древние геометры употре- 
'бдяли при вычислении площадей, состоял в сле¬ 
дующем: они старались построить квадрат, ра- ц е р Т | 

вновеликий площади данной фигуры. Если это им 

удавалось, то задача считалась решенной. Благодаря же этому их методу 
и в настоящее время задачу о вычислении площади данной фигуры 
обыкновенно называют задачей о квадратуре этой площади. 

По аналогичной причине объем данного тела называется его куба¬ 
турой, потому что древние геометры, чтобы вычислить объем данного 
тела, старались построить равновеликий ему куб. 

Задача о квадратуре площадей есть первая задача 
Интегрального исчисления. 

В наше время уже в элементарной геометрии вычисляются площади 
Простейших фигур, как, например, треугольника и трапеции. Умея же 
Начислять площадь треугольника, мы можем вычислить и площадь лю¬ 
бого многоугольника. Для этого достаточно разбить его на систему 
Треугольников, что можно сделать весьма разнообразными способами, 
Проводя, например, всевозможные диагонали из одной какой-нибудь его 
®ершины (черт. 1). 

Но если таким образом мы не встречаем никаких особых теорети¬ 
ческих затруднений при вычислении площадей, ограниченных отрезками 
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прямых линий, то совершенно иначе представляется дело, лишь только 
в число границ данной фигуры входят не только отрезки прямых, но 
и дуги кривых линий. Уже задача о квадратуре круга решается в эле¬ 
ментарной геометрии с большими затруднениями, требуя для своего ре¬ 
шения понятия о пределе. Эти затруднения возрастают, если границами 
фигуры служат более сложные кривые. Легко видеть причину этого. 

Если мы хотим измерить площадь, ограниченную кривыми линиями, 
то мы должны узнать, сколько и каких частей квадрата, принятого за 
единицу меры, можно уложить в данной площади. Но на какие бы 
малые квадраты мы ни разделили квадрат, принятый за единицу, и 
сколько бы и как бы мы ни укладывали эти малые квадраты, мы всегда 
будем получать фигуру, ограниченную не кривой линией, а ломаной. 
Следовательно, площадь, ограниченная кривыми линиями, 

никогда не может быть вполне за¬ 
полнена частя м и квадрата. 

Точно так же ясно, что тело, ограниченное 
кривыми поверхностями, не может быть запол* 
нено никакими частями куба. 

Древние геометры не были в состоянии пре- 
одолеть затруднений, вытекающих из этого 
факта. Хотя они и вычисляли площади и объе¬ 
мы более или менее сложных фигур, но они 
не имели общего метода, который мог бы 
быть применен для вычисления любой произ¬ 
вольно данной площади. Этот метод был выра¬ 
ботан только математикой нового времени, ко¬ 
торая в понятии предела приобрела могучее ору¬ 
дие для решения самых трудных задач. Пользуясь этим понятием, а таюк$ 
опираясь на понятия координат и функции, оказалось возможным облечь 
в аналитическую форму геометрическую задачу о квадратуре площади. 
Преобразованная таким образом, эта задача привела к понятию опре¬ 
деленного интеграла. Создался новый отдел математики под 
названием теории определенных интегралов . Задачи о квадратуре 
и кубатуре.являются теперь только частными случаями приложения этой 
теории. Но тем интереснее отметить тот факт, что, только облекай, 
в аналитическую форму геометрическую задачу о квадратуре, можнб 
легко и естественно притти * к понятию об определенном интеграле, по¬ 
тому что с геометрической точки зрения теория определенных интегра¬ 
лов есть не что иное, как замаскированная задача о квадратуре пло¬ 
щади. Поставленная еще в глубокой древности, эта задача служит пред¬ 
метом постоянного исследования и новейших математиков, но теперь ее 
геометрическая сущность часто бывает глубоко скрыта под теми анали¬ 
тическими формами, в которые ее облекают. 

Рассмотрим теперь, в чем заключается вторая задача интегральнюго 
исчисления. 

§ 2. Вторая задача интегрального исчисления» 

Эта задача могла возникнуть только в новое время, так как она 
тесно связана с понятием производной. 

Всякая функция, производная которой равна данной функции» 
называется первообразной» иди интегралом, данной функции. 
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с От последнего термина произошло и название интегрального исчи¬ 
сления. 

• Так, например, как известно, 


І 51П X ІСОЬХ 

---= С05 X, —- 

СІХ (ІХ 


= — 5ІП X. 


Следовательно, синус есть первообразная косинуса. В свою очередь 
Ккосинус есть первообразная минус-синуса. 

С Функция агсзіпд: служит интегралом, или первообразной, для — 

—.— і 1 ѵ-2 


ротому что 


Так как 


| 1-л- 2 


с і ' агс зіп х 


іІХ 


К 1 

іе х 

— = е * } 
сіх 


показательная функция е х является первообразной для самой себя. 
1 Лишь только введено понятие функции, как немедленно же возни- 
|ают две задачи, обратные друг другу. С одной стороны, возникает 
Задача: 

% найти производную данной функции , 

■|| другой стороны, задача: 
ѵ найти интеграл данной функции. 

і Обе эти задачи могут быть поставлены относительно всякой функции. 
Трк, например, если нам дана функция л: 5 , то, с одной стороны, мы 
дожем искать ее производную, и это будет задача диференциального 
Исчисления. Как известно, 

йх ь 

—= 5л 4 . 
іх 

Но, С другой стороны, мы можем искать функцию, производная ко¬ 
торой равнялась бы как раз этой данной функции х ь , г. е. можем ис¬ 
кать такую функцию м, которая удовлетворяла бы уравнению: 


і 


іи 

іх' 


\ В данном случае нетрудно сообразить, что этому уравнению удо¬ 
влетворяет функция . Действительно, 

щ Ь 

±( Х ±)=х* 

йх \ 6 ) 

X ® 

Следовательно, функция — есть интеграл функции х 5 . 

Задача о вычислении интегралов данной функции и есть вторая 
$йдача интегрального исчисления. ^ 

Таким образом, мы видим, что задача найти производную 
Данной функции есть задача диференциального исчислении; задача 
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же найти интеграл данной функции уже является задачей 
интегрального исчисления. 

Всякий процесс перехода от данной функции к ее производной на¬ 
зывается диференцированием. Точно так же всякий переход от данной 
функции к ее интегралу называется интегрированием . 

Легко видеть, что действие интегрирования обратно 
действию диференцирования. Действительно, предположим, что 
имеем две функции <р(*) и ф(х), относительно которых известно, что 

*’(*)=<к*). 

Возможны два случая. Нам может быть дана функция <р(лг), причем 
требуется вычислить функцию ф(*). Это — задача диференциального 
исчисления. 

Или нам может быть дана функция ф(*), требуется же вычислить 
функцию 4 >(аг). Это уже задача интегрального исчисления. 

Ясно, что задача интегрального исчисления обратна задаче диферен¬ 
циального исчисления. 

Понятия действий диференцирования и интегрирования показывают, 
что Анализ, подобно элементарной алгебре, изучает различные действия, 

но, в отличие от апгебры, он изучает 
О М действия не над числами, а над функ- 

~~~~ циями. 

К вычислению интегралов приводит 
Черт. 3. бесчисленное множество задач. Рассмот¬ 

рим одну из них. 

л Пусть по прямой, которую примем за ось X , движется точка М. 
Если через 5 обозначим так называемый путь точки М, т. е., точнее, 
ее абсциссу, то $ будет некоторой функцией времени і. Пусть 

«-/(<). 

Как известно, скорость точки, которую обозначим через ѵ, равна 
производной от в по І: 

*=§=/«>•. 


Следовательно, если известна зависимость $ от і, то вычисление 
скорости точки приводится к вычислению производной, т. е. к задаче 
диференциального исчисления. Но предположим, что зависимость пути $ 
от времени нам неизвестна и что как раз требуется найти ее, зная ско¬ 
рость точки в каждый момент, а именно пусть 

®=<К0. О) 


где <р(/) — данная известная функция. Переписав 
форме: 


Оі 


№ 


это равенство в такой 


мы видим, что а есть интеграл функции <р(<), а потому задача о вы¬ 
числении пути, проходимого точкой, из скорости точки есть аадача ин¬ 
тегрального исчисления. 
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В общем случае к вычислению Соответствующих интегралов приво¬ 
дится всякая задача, в которой требуется найти закон изменения самой 
величины, зная закон, по которому меняется ее скорость. 

§ 3. Две задачи интегрального исчисления. 

Итак, мы имеем две задачи, приведшие к возникновению интеграль¬ 
ного исчисления: задачу о вычислении площадей и задачу о вычислении 
первообразных. 

Как мы видим, эти две задачи пр своему содержанию глубоко раз¬ 
личны. Поэтому вполне естественно, что они повели к двум ветвям ин¬ 
тегрального исчисления: из первой развилась та ветвь, которая носит 
название „теории определенных интеграловвторая задача дала ветвь, 
известную как теория неопределенных интегралов. Но хотя корни этих 
ветвей глубоко различны, однако местами они настолько тесно перепле¬ 
таются между собой, что составляют почти одно неразличимое целое. 

Мы начнем с изучения первой задачи. Увидим, что решение ее тесно 
связано с решением второй задачи, к изучению которой после этого 
мы естественно и перейдем. 

§ 4. Заключение. 

I Интегральное исчисление возникло из двух задач: задачи о квадра¬ 
туре площадей и задачи о вычислении первообразных. 



ПЕРВАЯ ЗАДАЧА ИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ: 

КВАДРАТУРА ПЛОЩАДЕЙ. 

Общий метод для вычисления площадей, как было указано, мог быть 
выработан только на основе идей математики нового времени. Изложе¬ 
нию его и посвящена эта глава. 

§ 5, Кривая трапеция. 

Ввиду некоторого сходства с обыкновенной трапецией, мы будем 
называть криволинейной, или кривой трапецией или даже просто 

в В 




трапецией всякую фигуру, ограниченную с трех сторон прямыми 
перпендикулярными к одной из них, а с четвертой стороны — данной 
кривой (черт. 4). 

Отрезок аЬ назовем нижним основанием трапеции, кривую же 
АВ —ее верхним основанием; перпендикуляры аА и ЬВ естест- 



Черт. 6. Черт. 7. 

Если вместо монотонной кривой мы будем иметь волнообразную 
(черт. 5), то получим фигуру, которая очень мало напоминает трапецию. 
Несмотря на это, мы и эту фигуру будем называть кривой, или кри¬ 
волинейной, трапецией. Вообще 
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кривой трапецией называют всякую фигуру, ограниченную 
с трех сторон прямыми, перпендикулярными к одной из них, и 
с четвертой стороны некоторой кривой* 

В частном случае точка А может совпадать с точкой а, или точка В 
с точкой Ь (черт. 6). Получаемые при этом фигуры называют кривыми 
треугольниками. Но мы их будем также называть и кривыми трапеция¬ 
ми, рассматривая их как предельный случай, когда у трапеции одна 
сторона исчезла. Также и фигуру на чертеже 7 мы будем рассматри¬ 
вать как частный случай кривой трапеции, у которой обе стороны 
исчезли. Следовательно, с этой точки зрения половина круга есть кри¬ 
вая трапеция, основанием которой служит диаметр круга. 




В частном случае, когда кривая АВ обращается в прямую (черт. 8), 
мы имеем обыкновенную трапецию. Элементарная геометрия отрезки а А 
н ЬВ называет не сторонами, а основаниями. Следовательно, наша тер¬ 
минология не совпадает с терминологией элементарной геометрии. 

Понятие о кривой трапеции имеет большое значение, потому что 
всякую данную плоскую фигуру всегда можно разделить на несколько 
кривых трапеций, сумма площадей которых дает нам площадь данной 
фигуры. Так, например, фигура на чертеже 9 разделена на шесть тра- 
> леций. Поэтому с теоретической точки зрения, чтобы уметь вычислить 
площадь любого типа, достаточно найти общий метод, пригодный 
для вычисления площади любой кривой трапеции. 

г 

§ 6. Обозначения. 

Условимся в употреблении некоторых обозначений, пользоваться ко¬ 
торыми нам придется очень долгое время. 

I Под а и Ь будем разуметь два^ произвольно взятых неравных числа. 
* Возможны два случая: или а<^Ь, или а^> Ь. В том и другом слу¬ 
чае между ними мы можем вставить ряд тоже произвольно выбранных 
[промежуточных чисел: 


і Я** 


х п- ѵ 


Курс математвческого анализа, ч Ш. 


О) 
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идущих от а к Ь. Эти числа будем называть числами х к и для сим¬ 
метрии примем, что 

а = х 0 , Ь — х п . 

Каждое из чисел лг А , равно как и число их п — 1, берется совершенно 
произвольно, с единственным ограничением: ряд (1) должен давать ряд 
возрастающих чисел, если а<^Ь, и ряд убывающих, если а^>Ь. 
Следовательно, это есть так называемый монотонный ряд чисел. 

Если мы изобразим числа точками на оси абсцисс, то, смотря по 
тому, какое из чисел а и Ь больше, мы получим один из следующих 
геометрических образов: 


а=*п 




*П-2 


Ь°х п х„_, х 


*, 




Черт. 10. 


Если а<СЬ, то точки х к идут слева направо. Они идут справа 
налево, если а^>Ь. 

Когда выбраны эти промежуточные числа х к , то основной интервал 
(а, Ь) разобьется ими на несколько меньших подъинтервалов: 

(л, ^)і (•*'!» Х^), С^2* ^з)’ * ' * » ^)> 


которые будем называть элементарными интервалами . В каждом из 
них выберем, тоже совершенно произвольно, какое-нибудь число. То 
число, которое выбрано в промежутке (х к , х к+1 ), обозначим символом 5*. 
Получим систему чисел 

сіе ее 

ч 0’ 'Ч» *2' * * ‘ » **я-2» 

Каждое число ѣ к необходимо должно быть промежуточным между х к 
и х к+ѵ но не исключается возможность, что оно совпадает с тем или 
с другим из них. 

Взаимное соотношение между числами х к и можно схематически 
представить так: 


а 


г х і* 


х ** 


А + 1 


‘'я-Т 


е Ь , 

"л-І 


или такими геометрическими образами: 






Ь = х » 


Ь*х„ х т 


І-І 


х } X, о =х 0 . 


Черт. 11. 


Ввиду этого мы будем называть числа х к точками деления и будем 
говорить, что точки х к делят основной интервал (а, Ь) на подынтер¬ 
валы ( х к , х к + Л ). Выражаясь геометрическим языком, мы можем сказать, 
что выбор чисел х к и $ А совершается следующим образом: основной 



интервал (а, Ь) делится произвольными точками деле¬ 
ния д: А на некоторое число подъинтервалов, на каждом 
из которых затем отмечается, тоже совершенно произ¬ 
вольно, какая-нибудь точка 

Вообразим теперь, что переменная величина х переходит от значе¬ 
ния а к значению Ь> принимая последовательно значения, равные вы¬ 
бранным промежуточным числам х ѵ х 2 , . . ., х ПттѴ 

Когда х переходит от значения х к к значению х к+ѵ то он полу¬ 
чает приращение, равное разности лг А+1 — х к . Эту разность мы будем 
обозначать символом 

Д ** = ** + 1-*А- 

Таким образом, выбрав ряд промежуточных чисел х к> мы тем самым 
получаем ряд разностей: 

Х 1 ““ а ' Х 2~~ Х 1* Х 3^ Х 2’-’-> Х п — I Х п-2> &~ Х п-Г 

короче обозначаемых так: 

4.^2» 4^2? • • • > 4-^ я-а » 4лг л _^. 

Эти разности будут положительны, если а<^Ъ у и отрицательны, 
если а^>Ь. Следовательно, все эти разности всегда имеют один и 
тот же знак > причем абсолютная величина каждой разности 4 х к1 оче¬ 
видно, равна длине подъинтервала ( х к , х к+1 ). Если же мы условимся 
считать длину этого подъинтервала положительной или отрицательной, 
смотря по тому, лежит ли точка х к+1 правее или левее точки х к> то 
длина интервала (лг А , лг А+1 ) будет равна как раз 4 х к . 

Абсолютную длину наибольшего подъинтервала обозначим через X. 

§ 7. Элементарные прямоугольники. 

Пусть имеем какую-нибудь кривую трапецию аАВЬ (черт. 12). Ин¬ 
тервал (а, Ь) у служащий ее основанием, назовем основным интервалом. 
Разделив его на произвольное число 
л частей с помощью произвольно 
взятых точек х 19 * 2 , х ѵ . .., лг я-1 , 
получим подъинтервалы: 

(а, х^) у (х^і х^) у {. Х 2* х $)* • ■ •» 

( Х п-Ѵ Ь). (1) 

■\ В частном случае мы можем взять 
дочки деления на равных расстояниях 
^Друг от друга. Тогда все подъиніер- 
'аады (1) будут равны. Но в об¬ 
ыщем случае эти подъинтервалы мо¬ 
гут быть и не равны между соб^.'і. 

Восставив во всех точках деле- Черт. 12. 

кіия ординаты, мы разделим ими пло¬ 
щадь трапеции на части, которые назовем элементарными полосками . 
«Очевидно, что каждая элементарная полоска в свою очередь есть кривая 
Трапеция, и площадь данной трапеции равна сумме площадей всех эле¬ 
ментарных полосок. 

о* 








Черт. 17. 


Непосредственно очевидно, что 

площадь данной трапеции меньше суммы площадей всех вы¬ 
ступающих прямоугольников и больше суммы площадей всех внут¬ 
ренних прямоугольников. 

Этот простой геометрический факт нам послужит исходным пунктом 
для установления метода, пригодного для вычисления площади любой 
трапеции. 

§ 8. Площадь трапеции. 


Примем основание трапеции за ось X и предположим, что кривая, 
ограничивающая трапецию, монотонно подымается слева направо. 
Разделим трапецию на эле¬ 


ментарные полосы и для каждой 
полосы построим как внутрен¬ 
ний, так и выступающий прямо¬ 
угольники (черт. 18). Обозначим 
через и площадь трапеции, че¬ 
рез р — сумму площадей всех 
внутренних, а через ^ — сумму 
площадей всех выступающих 
прямоугольников. 

Ясно, что 

Р< и <9- (!) 

Спрашивается: какую мы 
сделаем ошибку, если примем 
площадь и равной р или ці 

Всякой элементарной по¬ 
лоске соответствуют два прямо¬ 
угольника: вйутренний и ^вы¬ 
ступающий. Разность между 
ними есть.тоже прямоугольник. 
Мы назовем его граничным*). 


В 



а Ь 

Черт. 18. 


*) На чертеже 18 все граничные прямоугольники заштрихованы. 
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Очевидно, что сумма всех граничных прямоугольников равна д— р. 
Вычислим ее хотя бы только приблизительно. 

Обозначим высоты граничных прямоугольников в порядке их слева 
направо через А 0 , А 1 , . .., А л _ г Так как основания их соответ¬ 

ственно равны Дл: 0 , Длг г Дх 2 , ...» Длг л _ г то 

Ч - Р=ЬоЬхо 4- М*і + А 2 Д *а + • • • + К-і (2) 

Пусть X — наибольший из тех элементарных подъинтервалов, на ко¬ 
торые разделено основание трапеции. Следовательно, 

Д* 0 ^Х, Да: 1 ^X, Длг 2 <Х, Да: я-1 ^і. 

Заменяя во (2) все 4# 0 , Длг 1 , ...» Д^ я _! через X, мы увеличим пра¬ 
вую часть равенства и получим неравенство: 

ч-р^и Ло+Аі 4-А а + - • -+Ѵі)- (3) 

Продолжим *) основания граничных прямоугольников вправо до пе¬ 
ресечения их с крайней ординатой ЬВ. Получим систему параллельных 
линий, которые разделят ординату ЬВ на отрезки, соответственно рав¬ 
ные высотам граничных прямоугольников. Этим построением мы как бы 
переносим высоты А 0 , к ѵ ..., А л-1 на ординату ЬВ. Геометрически 
ясно, что 

Ло Л 2 “I - . .. —|— к п = Г)В = ЬВ — нА. 

Обозначая через с разность между крайними ординатами трапеции: 
с=ЬВ — аА, мы из (3) получаем основное для нас соотношение: 

Ч — Р^'Ьс- ( 4 ) 

Это соотношение замечательно следующим: очевидно, что суммы 
р и д, т. е. суммы внутренних и выступающих прямоугольников, зависят 
от того, как выбраны все точки деления х 1% х 2 ,. .., х п _ г . Если мы 
изменим хоть одну из них, то каждая из этих сумм, вообще говоря, 
изменится. 

Следовательно, левая часть неравенства (4) зависит от выбора всех 
точек деления. 

Но правая часть не зависит от выбора всех точек деления. Она 
зависит только от величины X наибольшего из тех элементарных подъ¬ 
интервалов, на которые разделено основание трапеции. Поэтому если 
мьі будем менять точки деления так, чтобы наибольший подъинтервал 
сохранял одно и то же значение, то левая часть неравенства будет 
меняться, правая же нет. 

Вообразим теперь следующий процесс. Разделив как-нибудь основа¬ 
ние трапеции на элементарные интервалы и построив для этого деления 
внутренние и выступающие элементарные прямоугольники, вычислим 
значения сумм р ид. Пусть окажется, что 

Р=Рѵ Я — Чѵ 

После этого, уничтожив все точки деления, мы снова делим осно¬ 
вание трапеции на какие-нибудь элементарные интервалы и вычисляем 

*) На чертеже пунктирными линиями. 
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значения сумм р и д для этого нового деления. Пусть окажется, что 
при втором делении 

7 = «72- 

После этого, уничтожив все прежние точки деления, мы в третий 
раз делим основание трапеции и вычисляем для этого деления значения 
сумм р и д, и т. д., и т. д. Следовательно, 

мы мыслим неограниченно продолжающийся про¬ 
цесс последовательного перехода от одного деления 
трапеции к следующему •делению. 

Мы предположим, что этот процесс происходит так, что длина X 
наибольшего элементарного интервала бесконечно умаляется*) и, 
следовательно, в пределе обращается в нуль. 

Очевидно, что такие процессы возможны. Один из простейших сле¬ 
дующий: мы делим в первый раз основание трапеции пополам, затем 
каждую половину опять пополам и т. д., всякий раз при переходе 
к новому делению деля пополам все интервалы предыдущего деле¬ 
ния. Ясно, что при таком процессе 1іт1 = 0. 

Итак, пусть процесс перехода от одного деления к следующему 
совершается так, что X бесконечно умаляется. 

Но при всяком делении, как мы только что доказали, 

д — р^іс. 

Поэтому, если согласно предположению 1ІтХ = 0, то 

Ііт (д — р) = 0, (5) 

и получается 

Теорема. Предел суммы граничных прямоугольников равен нулю. 

Но если и — площадь трапеции, то геометрически ясно, что 

и — р<я — Р> я-*<я-р, 

а потому согласно (5) 

Ііт (и — Р) = 0, 1іт(^ — и) = 0, 

т. е. 

и — 1ітр = \іт < 7 , 

и мы получаем теорему: 

Площадь кривой трапеции равна пределу суммы 
или только внутренних или только выступающих эле¬ 
ментарных прямоугольников. 

Легко теперь получить более общий результат. Разделив трапецию 
на элементарные полосы, построим элементарные прямоугольники общего 
типа, сумму площадей которых обозначим через 5 . Очевидно, что 

Р<з<Я■ 


*) Бесконечно умаляющейся величиной мы называем всякую переменную 
величину, предел которой равен нулю. Следовательно, модуль этой величины 
<не она сама) в процессе изменения становится и остается, начиная с некото¬ 
рого момента, менее всякой наперед заданной как угодно малой положитель¬ 
ной величины. 
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Переходя к пределу, получаем 

Ііт р Ііт 5 § ііт < 7 , 
и так как крайние члены равны и, то 

и = Ііт 

Следовательно, площадь трапеции равна пределу 
суммы площадей элементарных прямоугольников лю¬ 
бого типа. 

Пока мы предполагали, что ор¬ 
динаты кривой идут слева направо,, 
возрастая. Но теорема, очевидно, 

справедлива и тогда, когда ордината 
кривой является убывающей функ¬ 
цией абсциссы. Действительно, до¬ 
статочно изменить направление оси X 
на противоположное, чтобы ордината 
как функция абсциссы обратилась 
из убывающей в возрастающую. 

Следовательно, теорема справед¬ 
лива для всякой трапеции, ограни¬ 
ченной сверху любой монотонной 

Черт. 19. кривой. 

Если же трапеция ограничена вол¬ 
нообразной кривой, то, построив элементарные прямоугольники, сумма 
площадей которых гюпрежнему пусть будет 5, мы разделим трапецику 
на несколько частей, каждая из которых будет ограничена уже монотон¬ 
ной кривой. Пусть и ѵ и ѵ « 3 ,..., и п — площади этих частей. Если « — пло¬ 
щадь всей трапеции, то 

и — и і "Ь и 2 и з а п- (6) 



Черт. 20. 



Обозначим через $ 2 ,.. ., з п суммы площадей тех элементар¬ 
ных прямоугольников, которые принадлежат соответственно трапециям» 

«г и * .Ид- 

По доказанному 

\т5 г = и ѵ Нт$ 2 = а 2 , Ііт ^ а = « 3 , . . . , Ит$ л =« л . 
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потому 


Ишя = и ] + и 2 + «8 + . . .-4-И я , 


и = \\т$. 


Следовательно, 

если мы будем мыслить бесконечный процесс последовательного 
перехода от одного деления трапеции на элементарные прямоуголь¬ 
ники к следующему делению по такому закону, что длина наиболь¬ 
шего из подъинтервалов, на которые делится основание трапеции, 
бесконечно умаляется, то предел суммы площадей элементарных 
прямоугольников равен площади трапеции. 

Короче же эту теорему мы формулируем так: 

Площадь трапеции равна пределу суммы площадей элементар¬ 
ных прямоугольников. 

Эта теорема для нас основная. При ее приложениях чрезвычайно 
важно то, что способы деления трапеции могут быть весьма разнообразны. 
Часто удается подобрать ^акой способ деления, при котором сумма «у 
и ее предел, а следовательно,’ и площадь трапеции легко вычисляются. 


§ 9. О переходе к пределу. 

Мы доказали: площадь трапеции равна пределу суммы площадей 
элементарных прямоугольников. 

При этом мы должны мыслить, что процесс, который нас приводит 
к пределу суммы у, проходит так, что величина X наибольшего подын¬ 
тервала бесконечно умаляется. 

Такие процессы могут быть весьма разнообразны. Простейший, как 
было указано, заключается в том, что от всякого деления мы переходим? 
к следующему, деля интервалы предыдущего деления пополам. Но мы 
можем переходить от одного деления к следующему, деля подынтервалы 
предыдущего деления не пополам, а на какое угодно число частей, как 
равных, так и неравных. Наконец, мы можем переходить от старого де¬ 
ления к новому, не удерживая ни одной точки старого деления. Так, 
например, мы можем в первый раз разделить основание трапеции по¬ 
полам, затем при втором делении мы разделим основание на три равные 
части, при третьем — на четыре равные части и т. д. Следовательно, мы 
каждый раз делим основание трапеции на равные части, но так, что 
при переходе от одного деления к следующему число частей возрастает 
на единицу. В таком случае при каждом делении все точки деления 
будут не те, которые служили точками деления при предыдущем деле¬ 
нии, и в то же время ясно, что при таком переходе от одного деления 
к другому величина X наибольшего промежутка имеет пределом нуль. 

Очевидно, что мбжно придумать и иные законы такого последова¬ 
тельного перехода от одного деления к следующему, чтобы X бесконечно ума¬ 
лялась. Исчерпать все подобные законы не в силах никакое воображение. 

Предположив, что мы выбрали какой-либо закон такого перехода 
[от одного деления к следующему так, что X бесконечно умаляется, 
^обратим внимание на следующее обстоятельство: когда мы делим осно¬ 
вание трапеции на подынтервалы, то чем меньше длина X наибольшего 
подынтервала, тем, вообще говоря, больше число самих подъинтервалов, 
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а следовательно, тем больше и число точек деления. Поэтому если при 
переходе от одного деления к следующему величина X бесконечно ума¬ 
ляется, то, очевидно, число точек деления бесконечно возрастает. И вот 
на первый взгляд кажется , что требование бесконечного умаления 
величины і можно заменить требованием бесконечного возрастания 
числа точек деления. Но легко видеть, что такая замена невоз¬ 
можна. В самом деле, разделив, например, основной интервал на три 
части точками $ и А, мы могли бы затем переходить от каждого деле¬ 
ния к следующему, деля пополам, за исключением интервала (^, А), 
каждый интервал предыдущего деления. 

а ь При этом, очевидно, ч^ісло точек 

.. . . ... деления будет бесконечно возрастать, 

д Ь но для всякого деления интервал А) 

Черт. 21. будет наибольшим, а следовательно, 

величина >, равная его длине, не 
будет бесконечно умаляться. .Ввиду этого нашу теорему можно фор¬ 
мулировать так: 

Площадь криволинейной трапеции равна пределу суммы площа¬ 
дей элементарных прямоугольников в предположении, что число 
точек деления бесконечно возрастает так, что длина наибольшего 
промежутка между ними бесконечно умаляется. 

Но в таком случае площади элементарных прямоугольников бу¬ 
дут тоже бесконечно умаляться, а потому мы можем нашу теорему 
короче формулировать и так: у 

Площадь трапеции равна 1 

пределу суммы площадей бес¬ 
конечно умаляющихся элемен¬ 
тарных прямоугольников в бес¬ 
конечно возрастающем числе. 

Рассмотрим пример на приме¬ 
нение этой теоремы. 

§ 10. Площадь эллипса. 

Вычислим площадь эллипса, 
данного уравнением 


в 2 ^ 6 * 


(і) 



Одновременно с ним рассма- ц ерт 22. 

триваем круг, построенный на 

большой оси как на диаметре. Уравнение этого круга, 
через г обозначим его ординату, будет 

х 2 -\-г 2 = а 2 . 

Из (1) и (2) следует, что 

— = —, 
г а ' 


если 


( 2 ) 


( 3 ) 


т е. ордината эллипса относится к соответствующей 
ординате круга как малая ось к большой. 
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Делим точками х ѵ х ѵ ...» лг я-1 большую полуось эллипса на подъ- 
интервалы и строим внутренние элементарные прямоугольники ка к для 
эллипса, так и для круга. Пусть 

} а . ■ / Мд __ 2 

— площади элементарных прямоугольников, принадлежащих эллипсу, и 
^ — их сумма. Через о обозначим сумму площадей элементарных пря¬ 
моугольников, принадлежащих кругу, и пусть 


ѵ 3 . ѵ Ятт1 

— их площади. 

Площади двух прямоугольников с равными основаниями относятся 
как их высоты, а потому 


откуда 


и г _ Ь и 2 _ Ь и 3 _ Ь 

ѵ 1 а ѵ 2 а ѵ 3 а 



Ь 


и п л = — ѵ п 
я-1 а я- 


і* 


Складывая эти равенства, получим: 

Ь 

$ =— а. 
а 


Переходя к пределу, имеем: 

Нш 5 = — Ііт а. 
а 

Следовательно, если Э — площадь эллипса, то 

4 а 4 

откуда заключаем, что Э=тсаЬ. 

При а = Ь получим формулу площади круга. 

§ 11. Замечание о пользовании книгой. 

Книга напечатана двумя шрифтами, обыкновенным и жирным. Напечатанное 
жирным шрифтом в своей совокупности составляет своего рода конспект к 
книге. Читателю рекомендуется, изучив каждый параграф, обращать особое 
внимание на то, что напечатано в нем жирным шрифтом. Изучив всю главу, 
обязательно перечитать все, напечатанное в ней жирным шрифтом. 

Из стремления, чтобы при изложении по возможности ничего не осталось 
[ невыясненным, само изложение местами получилось несколько длинным. По- 
, этому каждая глава снабжена заключением, в котором помещено то, что прочно 
[И твердо должно быть усвоено и удержано в памяти. Нельзя переходить к 
г следующей главе, не овладев вполне содержанием заключения к предыдущей 
► главе. 

[ Примером того, насколько заключение даже к длинной главе может быть 
[кратко, служит как раз заключение к данной главе. 

г § 12. Заключение. 

И Площадь трапеции равна пределу сумм площадей ее элементар- 
И ных прямоугольников. 
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ГЛАВА 


ТРЕТЬЯ 


ИНТЕГРАЛ КАК ПРЕДЕЛ СУММЫ. 

Мы доказали, что площадь кривой трапеции равна пределу суммы 
площадей бесконечно умаляющихся элементарных прямоугольников. Если 
мы этот геометрический факт переведем на аналитический язык, то 
естественно придем к основному понятию интегрального исчисления, 
к понятию интеграла как предела суммы. 


§ 13. Аналитическое выражение суммы площадей 
элементарных прямоугольников. 

Пусть попрежнему аАВЬ — трапеция, ограниченная сверху кривой 
у—/(х) (черт. 23). 

Разделив основание трапеции на подынтервалы точками х к и 
выбрав в полученных подъинтервалах точки строим элементарные 
а прямоугольники, вы¬ 

сотами которых слу¬ 
жат ординаты то¬ 
чек 2*. 

Первый элемен¬ 
тарный прямоуголь¬ 
ник имеет основа¬ 
нием отрезок, дли¬ 
на которого равна 
х л — а; высота же 
его равна значению 
функции /( х ) при 
х=ѣц, а потому 
площадь его равна 



Основание второго 
элементарного тре¬ 
угольника равно 

х 2 — х : , высота же его равна /(2 3 ), а потому площадь его равна 

/№]) (^2 Х л ) 

и т. д. Вообще очевидно, что высота какого-нибудь прямоугольника, 
основанием которого служит интервал (х к > х к +] ), равна /($*), а потому 
площадь его равна 

/(**)(**+! “**)• 
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Последний прямоугольник имеет основанием интервал , Ь)\ его 

площадь равна 

Поэтому если 5 — сумма площадей всех элементарных прямоуголь¬ 
ников, то 

-$=/(2 0 ) (*і — а) +/<5і) (х 2 — х і) +/('а) (х 3 - * 2 ) + • • • 

• • • +/($*) (*а + і — **)+••• +/^«.і)(* ~ (Н 

Эту сумму назовем интегральной суммой. Несколько короче ее 
можно представить в такой форме: 

~/('о) Д*о +/(?і) +/(& 2 ) Д*і + ... +/(^-і) Д-^я-Г 

Но обыкновенно мы ее будем обозначать так: 

’^= ^ /(-*) С** + і х к ). 

а 

или так 1 

*=І 

а 

Такое обозначение при своей краткости чрезвычайно удобно. Символ 
2, который есть не что иное, как прописная греческая буква „сигма“, 
вообще употребляется в математике как символ суммы. Вслед за ним 
стоит выражение 

/(5*) (2) 

которое своим видом должно напоминать, каковы слагаемые рассматри¬ 
ваемой суммы. Эти слагаемые следующие: 

/(Ео)Д-*о> /($ 2 )^* 2 * •••> 

Мы их получим, давая в выражении (2) индексу к все значения от О 
до п — 1. Наконец, внизу и вверху символа суміѵГы стоят те данные 
величины а и Ь, между которыми вставляются промежуточные числа х к 
и которые мы будем называть пределами суммы; из них а — нижний 
предел, Ь — верхний. 

Определение . Интегральной суммой от функции /(х), взятой 
от нижнего предела а до верхнего предела Ь, называется сумма 

!$=Х/&)Д*». (3) 

' а 

составленная следующим образом: данный интервал (а, Ь) делит¬ 
ся л*': подъингервалы произвольно выбранными точками деления, 
затем длина каждого подъинтервала кх м умножается на значение 
/(?*) данной функции в какой-нибудь тоже произвольно взятой 
точке этого подъинтервала и берется сумма всех полученных 
таким образом произведений. 

Это определение применимо не -только к непрерывным функциям, 
но также и к прерывным. 
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Общий тип слагаемых интегральной суммы, как мы видели, следующий: 

/(**) 

т. е. каждое слагаемое равно произведению некоторого значения функ¬ 
ции на некоторое приращение аргумента. Следовательно, чтобы получить 
какое-нибудь слагаемое, надо в выражении 

Дх)Ах 

дать х и Дл: некоторые определенные значения. Поэтому мы можем 
сказать, что сумма $ есть сумма слагаемых типа /(дг)Дл; и, следовательно, 
можем заменить равенство (3) таким: 

ь 

5 = ^/(х)Ьх, ( 4 ) 

а 

что надо читать так: 5 есть сумма слагаемых типа /(л:)Дл:. 

Так как 5 есть сумма площадей всех элементарных прямоугольников, 
то, следовательно: 

Сумма площадей всех элементарных прямоугольников равна не¬ 
которой интегральной сумме. Поэтому площадь и трапеции равна 
пределу соответствующей интегральной суммы: 

ь 

и = Нш ^/(дг) А*. (5) 

а 

Мы видим, что геометрическая задача о вычислении площадей пре¬ 
образуется в следующую аналитическую: мы должны найти методы, ко¬ 
торые давали бы возможность вычислять пределы интегральных сумм. 
Но обратим теперь внимание на то, что понятие интегральной суммы 
шире, чем понятие суммы элементарных прямоугольников. Действительно, 
интегральная сумма 

$=/&) (*і - «) + /(*,)(*, -*,)+..• +/(5 я -і) (Р - (6) 

может быть построена с помощью всякой произвольно взятой функции 
/(лг), непрерывной в интервале (а, Ь). Между прочим, эта функция может 
быть функцией, принимающей как положительные, так и отрицательные 
значения. Но когда мы говорим о сумме элементарных прямоугольников 
трапеции, ограниченной сверху кривой у —/(х), то мы тем самым пред¬ 
полагаем, что функция /(х) может принимать только положительные 
значения. Следовательно, утверждение, что интегральная сумма равна 
сумме площадей элементарных прямоугольников, справедливо только 
тогда, когда функция /(. х ) положительна. Поэтому возникает вопрос: 
каково же значение интегральной суммы и ее предела в том случае, 
когда функция может принимать не только положительные, но и отри¬ 
цательные значения? Мы должны рассмотреть также и тот случай, когда 
а не меньше Ь } как мы до сих пор предполагали, а больше*). 


*) Все дальнейшее изложение основано на изучении интегральной суммы. 
Читателю рекомендуется написать ее несколько раз и достигнуть того, чтобы 
под сокращенным обозначением (4) ясно видеть всю длинную строчку (1). 



§ 14. Геометрическое значение интегральной суммы и ее 

предела. 

Пусть /(лг) — произвольно взятая непрерывная функция, могущая при¬ 
нимать в интервале (я, Ь) как положительные, так и отрицательные зна¬ 
чения, и пусть попрежнему 

• ' 5=/(Е о )Ддг 0 -1-Да ] )Дд: 1 +...+/(г я . 1 )Длг п . 1 , ( 1 ) 

или короче ь 

( 2 ) 


Предполагая сначала, что а < Ь, строим кривую и соответствующие 
элементарные прямоугольники (черт. 24). Одни из них будут лежать 
рыше оси X, другие ниже. 

Слагаемые суммы 

а 

можно разделить на два класса: на положительные и отрицательные. 
Пусть 

— одно из положительных слагаемых. Так как а < Ь, то Длг Л положительно; 
следовательно, и первый множитель/(Ер тоже положителен, а потому вели¬ 
чина слагаемого, оче¬ 
видно, равна пло- О ' 

щади элементарного 
прямоугольника, ко¬ 
торый весь располо¬ 
жен выше оси Х\ 

Следовательно, 
ргмма всех положи¬ 
тельных слагаемых 
ѣавна сумме пло - 
щадей всех тех 
элементарных пря¬ 
моугольников, ко¬ 
торые расположе¬ 
ны выше оси X. 

>' Рассмотрим теперь какое-нибудь отрицательное слагаемое 

у которого, следовательно, множитель /(Ер отрицателен. 

Прямоугольник, основанием которого служит отрезок рас¬ 

положен ниже оси Ху и высота его как геометрическая величина равна 

— /(Ер, а потому площадь его равна: 

-ДѴЧг 

Следовательно, абсолютная величина всякого отрицательного слагае¬ 
мого суммы 5 равна площади элементарного прямоугольника, располо- 
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женного ниже оси X. Очевидно, что сумма всех отрицательных сла¬ 
гаемых тоже отрицательна и равна по абсолютной величине сумме 
площадей элементарных прямоугольников , расположенных ниже 
оси X . 

Теперь ясно, что если мы через З д обозначим сумму площадей всех тех 
элементарных прямоугольников, которые лежат выше оси X , а через 
3 2 ““ сумму лежащих ниже оси X, то 

5=5} 3 2 , 

а потому если предположим, что число промежуточных точек беско¬ 
нечно возрастает так, что X — наибольший промежуток между ними бе¬ 
сконечно умаляется, то 

Ига 5= Ііт — Нт 3 2 . 


Но 3 2 есть сумма площадей элементарных прямоугольников, лежащих 
выше оси X ; поэтому ее предел равен сумме всех тех площадей, кото¬ 
рые ограничены снизу осью Х л а 
сверху — теми частями данной кри¬ 
вой, которые лежат выше оси X. 

Также ясно, что предел сум¬ 
мы $ 2 равен сумме площадей, 
ограниченных осью X и теми ча¬ 
стями кривой, которые лежат ниже 
оси X. 

Поэтому если через и 19 и 8 , 
и 5 , ... обозначим те площади, 
ограниченные кривой, которые ле¬ 
жат выше оси Ху а через и ѵ и 4 , и 6 , те, которые лежат ниже 

(черт. 25), то 

Ііш 5 1 =и, + и 3 + и 6 + ...; 1ІШ 5’ 2 =к 2 + в 4 + “в+ ••• > 



а потому 

Нт 5=к,-и,4-из-и 4 + к 8 -и в + ... 

Это равенство легко выразить в словесной форме, если ввести само 
собой напрашивающееся условие: будем считать отрицательными те 
площади, которые лежат ниже оси X. Так как ординаты тех частей 
кривой, которые ограничивают эти площади, отрицательны, то, следо¬ 
вательно, мы считаем площади положительными или отрицательными, смотря 
по тому, положительны или отрицательны ординаты точек этих площадей. 

Еще нагляднее это условие можно формулировать так: вообразим 
подвижную точку, которая движется по кривой слева направо, увлекая 
с собой свою ординату. Мы будем считать положительными те площади, 
которые пробегаются положительными ординатами, и отрицательными те, 
которые пробегаются отрицательными ординатами. 

Приняв это условие, мы можем высказать следующее заключение: 
предел суммы 3 равен алгебраической сумме тех пло¬ 
щадей, которые пробегаются ординатой кривой. 

Таким образом, мы не только доказали, что сумма 3 имеет предел, но 
и нашли, чему он равен. Однако, этого мы достигли, предполагая, что 
а<^Ь. Пусть же теперь а>Ъ (черт. 26). 
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В данном случае асе разности \х к будут отрицательны, потому что 
числа 

а, х ѵ х 2 , . .. , х п _ ѵ Ь 

образуют убывающий ряд. Поэтому какое-нибудь слагаемое суммы, на¬ 
пример слагаемое 

- * /(5*)!**. 

будет положительным только тогда, когда множитель /(5^ отрицателен. 
[Следовательно, соответствующий элементарный прямоугольник будет 
[расположен ниже оси ЛТ. Если же мы возьмем какое-нибудь отрицатель¬ 
ное слагаемое 

[ 

то соответствующий элементарный 
выше оси X. 

Таким образом в рассматриваемом 
случае сумма положительных слагае¬ 
мых равна сумме элементарных пря¬ 
моугольников, лежащих ниже оси X; 
абсолютная же величина суммы от¬ 
рицательных слагаемых равна сумме 
элементарных прямоугольников, * рас¬ 
положенных выше оси. Поэтому, обо¬ 
значая попрежнему через 5^ и 
.Суммы -площадей элементарных пря¬ 
моугольников, соответственно распо¬ 
ложенных выше и ниже оси X, мы 
в рассматриваемом случае имеем: 

$=-Яі + 5 2І 

Ига 5= — Нт Ііт 

следовательно, 

Ііт 5= —- и г -|- и 2 — и 3 -)- и 4 — и ь + . . • 

% Мы видим, что из площадей, ограниченных частями данной кривой, 
фнерь выгодно условиться считать отрицательными те, которые лежат 
$ьшіе оси X , а положительными — те, которые лежат ниже оси X, т. е. 
выгодно ввести условия* повидимому, противоположные ранее принятым. 
Но заметим, что теперь начало кривой А лежит правее коцца ее В. 
Поэтому при движении точки по кривой от ее начала к концу орди¬ 
ната движется не слева направо, как то было раньше, а справа 
Налево, . 

Раньше мы условились считать площади положительными или отри- 
*Цтельными, смотря по тому, описываются ли они положительными или 
Отрицательными ординатами, но при этом предполагалось, что сама ор- 
ЧІната движется слева направо, т. е. в положительном направлении 
Оси X . 

^ Нурс математического анмкяа, ч. XII. 
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Теперь мы к этому условию добавим новое: мы будем считать, что 
если ордината движется справа налево, то тогда площадь, описываемая 
положительной ординатой, отрицательна, а площадь, описываемая отри¬ 
цательной ординатой, положительна. При таком условии и в том случае, 
когда а>б, мы можем сказать, что предел суммы 5 равен 
алгебраической сумме площадей, описываемых орли¬ 
ца т о й к р и в о й. 

Заключение прежнее: различие только в том, что когда а<^Ь, то 
ордината движется в положительном направлении оси X, а когда а^>Ь, 
то движение ординаты совершается в сторону отрицательного направле¬ 
ния оси X. Вообще же все усло¬ 
вия относительно знака площадей 
ясны из чертежа 27, где стрелка 
указывает направление движения 
ординаты. 

В словесной форме эти усло¬ 
вия можно формулировать так: 

Площадь считается положи¬ 
тельной, если она пробегается 
положительной ординатой, дви¬ 
жущейся в положительном на¬ 
правлении, при условии менять 
знак площади, если меняются или знак ординаты или направление 
ее движения. 

В дальнейшем алгебраическую сумму площадей, пробегаемых 
ординатой, мы будем просто называть площадью, описываемой 
данной ординатой. 

При этих условиях имеет место следующая основная 

Теорема. Если число промежуточных точек х ь бесконечно воз¬ 
растает так, что наибольший промежуток между ними бесконечно 
умаляется, то интегральная сумма 


і 

1 




1 

1 

а 


Черт. 27. 


5 = 2Д*)Д* 

а 

стремится к единственному вполне определенному пределу» равному 
площади, пробегаемой в направлении от а к Ь ординатой кривой, 
уравнение которой у=/{х). 

, Следовательно, эта теорема дает нам два факта: первый -сумма 5 
имеет предел, второй * этот предел не зависит ни от выбора точек х к , 
ни от выбора точек лишь бы наибольший промежуток в пределе 
равнялся нулю. 

Предел интегральной суммы всегда вычисляется в предположении, 
что наибольший промежуток между точками деления бесконечно ума¬ 
ляется. Поэтому 

когда говорят о пределе интегральной суммы, то обычно гово¬ 
рят просто о ее пределе» не указывая на то, что при переходе 
к пределу наибольший промежуток между точками деления должен 
стремиться к нулю. 

Не указывается потому, что это всегда само собой подразумевается. 
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§ 15. Интеграл как предел суммы. 
Определение. Предел интегральной суммы 


5 = Е/(Ѵ^ 

• а 

называется интегралом от функции /(х); пределы жг интеграль¬ 
ной суммы, т. е. а и Ь, называются пределами интеграла: а — ниж¬ 
ним, й —верхним. Интервал (а, й) называется интервалом интег¬ 
рации. 

Следовательно, если 

ь 

Л = 1іга ^/(^) \х к , 

а 

то А есть интеграл от функции /( х ). 

Относительно термина „интеграл" заметим следующее: термины „ди- 
ференцирование* и „интегрирование" употребляются в науке в весьма 
широком смысле. Под диференцированием разумеют тот момент в про¬ 
цессе исследования, в который исследуемый предмет или явление раз¬ 
лагают на отдельные части, чтобы тем самым получить возможность 
исследовать его по частям. После того как отдельные части предмета 
исследованы, то чтобы получить понятие о всем предмете, мы должны 
связать отдельные исследования в одно целое. Этот процесс называется 
интегрированием *). Отсюда термин „интеграл - для результата интегриро¬ 
вания. Тот отдел математики, который исследует свойства интегралов, 
получил название интегрального исчисления. 

Раз установлено понятие об интеграле, то возникает вопрос об его 
обозначении. 

В настоящее время для определенного интеграла принят символ, хо¬ 
рошо напоминающий происхождение этого понятия. Пусть попрежнему 

ь 

А—Ѵ\т^/(і к ) Ах к , (1) 

а 

или короче 


А = ( 2 ) 

а 

Так как безразлично, на какие подъинтервалы делить основной ин¬ 
тервал, то предположим, что деление производится на равные подъин¬ 
тервалы. Тогда во (2) под символом Дл: можно разуметь общую длину 
этих подъинтервалов. 

Выомнив, что диференциал независимого переменного равен прира¬ 
щению его, мы можем представить равенство (2) в таком виде: 

Ь" 

А =\іт'2 л }(х)йх. 

а 

*) От латинского корня Іпіевег (целый). 


3 * 
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Введем теперь последнее упрощение: в правой части этого равенства 
мы опустим символ „1іга“ и вместо символа 2 будем писать символ 
который носит название знака интеграла и есть не что иное, как ста¬ 
ринное удлиненное латинское $ *). Тогда получим: 

ь 

А — \ /(.ѵ) <іх, 

а 

что буквально надо читать так: А равно пределу суммы, слагаемые ко¬ 
торой типа /( х)сіх . 

Интеграл от функции /(х) между нижним пределом а и верхним 
пределом Ь обозначается так: 

ь 

\/{х)ах, 

а 


что читается: интеграл от функции /(х) от а до Ь. 

Функция /( х ) называется подыштегральной функцией. 

Таким образом, мы имеем следующее основное равенство, которое 
по существу есть не что иное, как определение интеграла: 



а Ь 

Черт, 28. 


ь ь 

^{(х)<іх~ Ііш Улх) Ад:. 

а а 

Вспомнив, что предел интеграль¬ 
ной суммы равен площади, пробе¬ 
гаемой ординатой кривой, мы видим 
(черт. 28): 

Геометрически интеграл равен 
площади, пробегаемой ординатой 
кривой, изображающей подъинте- 
гральную функцию, при изменении 
аргумента функции от нижнего 


предела интеграла до верхнего. 

Итак, предел всякой интегральной суммы мы назвали интегралом. Но, 


как мы видели раньше, интегралом от данной функции называется также 
и всякая ее первообразная. Следовательно, термин „интеграл** употре¬ 
бляется в двух весьма различных смыслах. Поэтому 


надо отчетливо отличать интеграл как предел суммы от инте¬ 
грала как первообразной. 

В этой главе понятие интеграла будет употребляться исключительно 


в первом смысле. 


§ 16. Интеграл с равными пределами. 

До сих пор мы предполагали, что пределы интеграла а и Ь не равны 
между собой. Но нередко приходится рассматривать интегралы с равными 
пределами. Очевидно, что для таких интегралов прежнее определение не 

*) Начальная буква слова зшшпа (сумма). 
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годится хотя бы потому, что если а равно Ь , то между ними нельзя 
вставить промежуточных чисел. Необходимо ввести новое определение, 
которое в то же время находилось бы в тесной связи с прежним. Этого 
мы достигнем, если воспользуемся геометрическим значением интеграла, 
согласно которому интеграл 

ь 

«=$/(■*)<**, 

а 

пока а не равно 6, геометрически представляется площадью трапеции 
аАВЬ (черт. 29). Эта площадь, если Ь будет приближаться к д, и, на¬ 
конец, совпадет с а, обратится в нуль, 
а потому: 

если пределы интеграла равны, 
то интеграл по определению прини¬ 
мается равным нулю. 

Следовательно, какое бы ни было 
с, всегда 


Установив понятие интеграла, мы 
естественно должны теперь поставить 
вопрос о методах его вычисления. Но 
чтобы перейти к этому, как увидим, очень трудному вопросу, предва¬ 
рительно рассмотрим некоторые основные свойства интеграла. 



§ 17. Три теоремы. 


Опираясь на определение интеграла и на его геометрическое значе¬ 
ние, мы легко докажем три следующие простые теоремы. 

Теорема о выносе постоянного множителя . Постоянный мно¬ 
житель можно выносить из-под знака интеграла. Следовательно 


^ АДх) Лх = А ^ Дх) Ох, 

а я 

где Л —постоянное. 

Те суммы, пределами которых являются интегралы 
ь ь 

^{{х)сІх и ^АДх)іх г, 

а а 

обозначим соответственно через $ и о. Следовательно, 


(і) 


^—/("о) 4" • • • +/(&«_]) * х п-ѵ 


Заменяя же /(х) через А/(х), будем иметь 

Р=М/($ 0 )1 Хо + А/^&х, + ... +Л/('„_і)Д* я -г 
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Ясно, что 


т. е. что 






Переходя к пределу, получим 


Иш 2 А № к ) Ьх к = А Ііш ^ 


[ А/(х) йх — А \^х)Ох, 


и теорема доказана. 



Черт. 30. 


Черт. 31. 


Теорема о перестановке предела. Если переставить между 
собой пределы интеграла, то интеграл изменит знак: 


Интеграл 


] /(■*) дх = — |/(.с) Ох. 

ь 

Л = ( /( х ) йх 


геометрически равен площади, пробегаемой ординатой, движущейся н 
направлении от а к Ь (черт. 30). Интеграл 

в = |/(д і)йх 

равен той же площади, но пробегаемой в обратном направлении. Следова¬ 
тельно, В= —Л, и теорема доказана. 

Теорема о делении интервала интеграции. Всегда 


ѵ «- «г 

][Л*) Лх= ^Дх) йх + $Дх) дх, 


и 


какое бы ни было с, но при условии, что функция непрерывна 
в каждой интервале интеграции. 

Эта теорема очевидна для того случая, когда а<^Ь и функция /( х) 
принимает в интервале (а, Ь) только положительные значения, так что 
кривая у=/(лг) лежит выше оси X (черт. 31). Что касается точки с. 


то она лежит между а и Ь. В этом случае интеграл ^/(. х)іх изобра- 


ь а 


жается площадью трапеции аАСс , а интеграл \ /(х)сіх площадью тра¬ 
пеции сСВЬ . Сумма их І 

с Ь 

\Нх)4х-\-^/(х)4х 

а с 


даст площадь трапеции аАВЬ , т. е. интеграл 

ь 

а 

и мы получаем равенство (3). Таким образом, в этом случае теорема 
выражает тот простой факт, что всякая площадь равна сумме тех частей, 
на которые она разделена. 

Приступая к доказательству теоремы для общего случая, когда функ¬ 
ция /(лг) может принимать и отрицательные значения, положим для со¬ 
кращения письма 


ь ѵ ь 

о= ^/со ах, н=\ /(о к — /(х)ах 

а а с 


и будем сначала считать, что а<^Ь. 

Точка с может лежать или внутри или вне интервала (а, Ь). 



Если с лежит между а и Ь, то при движении от а к Ь ордината 
описывает площадь, равную О (черт. 32). При этом она сначала описы¬ 
вает площадь аАСс, равную И, к которой затем прибавляется площадь 
сСВЬ , равная К , а потому 

0 = Н-{-К, (4) 


н мы имеем равенство (3). 
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Если с лежит правее Ь, то Ь лежит между вис (черт. 33). По до¬ 
казанному 

с Ь с 


[ /(*) йх — [ /(лг) ах + Г /с*) ах, 

а а Ь 

откуда 

5 /(*) <**=$/(*) ах -1 /(X) ах. 

а а о 

Меняя пределы в последнем интеграле, опять получим (3). 

Или можем рассуждать так: пусть ордината движется от а к с и 
затем от с к Ь. Она опишет сумму площадей, равную 

с ь 

\/{х)ах-{-^(х)ах. (5) 

а с 

Но при этом площадь ЬВСс пробегается дважды в противоположных на¬ 
правлениях. Поэтому, когда ордината движется от а до с, то тб, что она 
пробегает при движении от 6 к с, уничтожается, как бы стирается, при 
ее движении от с к Ь. Остается только то, что она описывает при 
движении от а к Ь, п. е. остается площадь, равная 

ь 

\/ (х)Ох. 

а 

Приравнивая этот интеграл сумме (5), опять получим равенство (3), 
и теорема доказана для случая, когда с лежит правее Ь. Если с левее а 

(черт. 34), то двигаем ординату от а к 
С ? с, потом от с к Ь. Она опишет сумму 

К / площадей, равную 

/ \/(*)**+]/(*)<**■ 


\ а _ / _ Но так как при этом площадь аАСс 

с "\Т д пробегается два раза в противополож¬ 
ат - -^ ных направлениях, то остается только 

площадь аАВЬ , и мы снова получаем 

Черт. 34. равенство (3), 

Теперь теорема окончательно до¬ 
казана для случая а<^Ь. Но если а^>Ь, то и по доказанному 


“ с а 

у{х)ах=^/{х)ах-\- |/(дг )ах. 


Перестановка пределов дает 


V ос 

{/(■*) ах = -1 /(. х ) ах -1 /(х) ах, 


т. е. опять имеем равенство (3), и теорема окончательно доказана. 
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§ 18. Заключение. 

1. Определение. Интегральной суммой от непрерывной функции 
/(*), взятой между нижним и верхним пределами а и Ь, называется 
• сумма всех слагаемых, которые получаются от умножения длины ка¬ 
ждого подьинтервала на значение функции в какой-нибудь его точке. 

Предел интегральной суммы в предположении, что все подъинтервалы 
бесконечно умаляются, называется интегралом: 

ь ь 

^ /(х) йх — Ііш УУ О) кх. 

а а 


Интеграл с равными пределами принимается равным нулю. 

2. Геометрически интеграл равен площади, пробегаемой орди¬ 
натой кривой при изменении абсциссы от нижнего предела интеграла 
до верхнего. 

3. Теоремы: 

ь а 

1 ) у(х)<* х =-\/(х)ах, 

а Ь 


2) ^ А/(х) йх = А^ /О) Лх, 

а а 

5/(*) ах =\ /(х) ах -і- \ /(х) ах . 


3 ) 



ГЛАВА 


ЧЕТВЕРТАЯ 


МЕТОД НЕПОСРЕДСТВЕННОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛА. 
ИНТЕГРАЛ КАК ФУНКЦИЯ СВОИХ ПРЕДЕЛОВ. 

Установив понятие интеграла как предела суммы, мы перейдем 
теперь к вопросу о фактическом вычислении его. 


§ 19. Геометрическое вычисление интеграла. 

Так как интеграл 

ь 

и = \/(х)а х (1) 

о 

• а 


геометрически изображается площадью трапеции аАВЬ , ограниченной 
сверху кривой у —/(х) (черт. 35), то, с одной стороны, чтобы знать 

числовое значение этой площади, мы должны 
вычислить интеграл (1). Но, с другой сто¬ 
роны, если мы каким-либо иным путем су¬ 
меем найти числовое выражение площади тра¬ 
пеции, то тем самым мы будем знать и зна¬ 
чение интеграла (1). 

Если интеграл вычисляется так, что из 
каких-нибудь соображений находится числовое 
выражение площади соответствующей ему тра¬ 
пеции, то такое его вычисление назовем вы¬ 
числением его из геометрических соображе¬ 
ний, или, короче, геометрическим его вычи¬ 
слением. 



Черт. 35. 


Пусть, например, требуется вычислить интеграл 

^ _ 

и=^ (2 — ^1 — х*)йх. 


-і 


( 2 ) 


Строим кривую, изображающую подъинтегральную функцию, 
кривую 

у — 2 іЛ 


т. с. 


(3) 


Из этого равенства следует уравнение 

*> + 0-2) г =1. (4) 

Это—уравнение окружности, радиус которой равен единице и центр 
которой лежит в точке К на оси У, причем ОК— 2 (черт. 36). 
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Но кривая (3) не есть вся эта окружность, а только нижняя ее половина АСВ. 
Следовательно, интеграл (2) равен площади трапеции аАСВЬ , где а = — 1, 
^ = -[-1, а потому, так как эта площадь равна 
. я 

4 - т . то 

-- к 

\(2 — |/1 — дс а ) йх — 4 —у. 

-і 

и интеграл вычислен. 

Как ни прост этот способ вычисления, при¬ 
меним он, очевидно, исключительно в редких' 
случаях, а именно в тех, когда трапеция может 
быть составлена из частей, площади которых 
уже известны. Поэтому необходимо искать дру¬ 
гие пути для вычисления интеграла, тем более 
что понятие интеграла мы ввели не для того, Черт. 36. 

чтобы находить его значение через площадь 

соответствующей трапеции, а для того, чтобы через него получить воз¬ 
можность вычислять площади. 



§ 20. Метод непосредственного вычисления интеграла. 

• Одним из путей, ведущих к вычислению интеграла, является тот путь, 
на который указывает само определение понятия интеграла. Согласно 
этому определению интеграл есть предел суммы, названной нами ин¬ 
тегральной; ь ь 

^/(*) 4х — 

а а 

Поэтому ясно, что интеграл будет вычислен, если, построив соответ¬ 
ственную сумму, мы сумеем вычислить ее предел. 

Когда значение интеграла определяется посредством вычисления 
предела соответствующей ему интегральной суммы, то говорят, что 
интеграл вычисляется методом непосредственного интегрирования. 

При этом стараются воспользоваться тем, что при построении интег¬ 
ральной суммы 

• • • "Ъ /(^л-і) ^ х п-л . 



Черт. 37. 


можно произвольно вы¬ 
бирать как точки х к , 
так и точки Этим 
произволом иногда уда¬ 
ется воспользоваться 


так, что сама сумма 5 и ее предел легко вычисляются. 

В частном случае деление интервала точками х к и выбор точек мы мо¬ 
жем произвести так: делим интервал (а, Ь) на я равных частей (черт. 37). 
Если общую величину этих частей обозначим через к, то очевидно, что 

х 1 = в-}-Л, Хо = а-\~2к, . . ,, х п _ г ~а-\-(п — 1)й, Ь=а-\-пк, 
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Что касается точек Е л , то за каждую из них примем левый конец 
соответствующего подъинтервала, т. е. примем Тогда будем 

иметь: 

Б 0 = а, Б^а + А, & 2 = а-)-2Л. Е„_і=а-|-(л— 1)А, 

и так как ясно, что все Длг й равны А: 

Длг 0 = Длг, = Дде 3 = . . . =Длт я _, = й = ^-~ , 
то при таком выборе точек х к и $ к сумма 5 примет вид: 

5=А {/(а)-]-/(в-(-А)-(-/(в-{-2А)-}- . . .+/(«-{-(ч — 1)й) } = 

—(р _ д ) А а ) Ч~/( д Ч~Ч~/( д ~4~ 2Л)• • • Н~/( д 4-0- О*) . 

Л 

Переход к пределу будет заключаться в том, что д будет стремиться 
к оо. Итак, 

интегральную сумму 5» пределом которіэй является данный 
интеграл 

ь 

(Дх) Ох =Ига 5, 

а 

всегда можно представить в такой форме: 

3—(д. д) /О) +/( а Ч~Д)4~/0 ~Ь 2 А) + . ■ .+/(Д + (Д— 1)*) . ^ 

И 

Рассмотрим пример. Пусть требуется вычислить интеграл 

/ 

О =| ** Ох. (2) 

Полагая в (1) а = 0, Ь = 1, имеем: 

5 _ / /(°)+ЛА)+/(2А)+. . .+/((*-!)*) А = _/_ 

п п 

и так как теперь /(х) — х 2 , то 

/(0) = 0, /(А) = А 2 , /(2А) = 2*А 2 , /(ЗА) = 3*А 2 , . . 
а потому 

/А 2 / 

$=_ {і* + 2* + 3’-И*+ . . . +(л-1)М. * = (3) 

Так как*) 

{1*4-22 + 3*+ . . . +(Я - 1)* ) = — О . ~ 1 ^ (2Я ~ ] 1 

= |-(2л2-3л+1), (4) 

*) Си. .Введение в анализ*, стр, 157, формула (8). 
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го 


5 = 


Ясно, что если п —^оо, то 


( 2 - —+4 

I п 1 п 2 


р 

1іт$=— , 


а потому 




(5) 


Применяя теорему о делении интервала интеграции, имеем 

Ь О Ь Ь а 

= ^ х* іх -|- ^ х 2 Лх—І х 2 йх — ^х 2 йх % 

а а 0 0 0 

а потому согласно (5) 

а 

Рассмотрим еще пример. Вычислим интеграл 

ь 

О = ^ е тх йх, 
а 

где т — постоянное число. Полагая в (1) ѵ 

/(х) = е тх . 


( 6 ) 


(7) 


имеем 




рма | рШіа + Л) ртіа + 2к) # в в $ « (в+ (л — 1)к) 


Применяя к числителю формулу суммы геометрической прогрессии, 
найдем 

Ъ — а е тіа+пН '> — е”* А 
5= -— -=!—:-= —;—г (е т > - е та ) 


фШН _ ^ 


е тН — 1 


Переходим к пределу, предполагая, что А—*-0. Правило Лопиталя 


дает 


а потому 


и, следовательно, 


Нт Н - 1 

л _ о е тА — 1 т ‘ 

Ііш 5= - («"* — «"■). 
ш 


ь 

Г е**сІх — — — — і 

^ т т 


( 8 ) 
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Рассмотренные два примера, особенно первый, ясно показывают, что 
метод непосредственного интегрирования вообще связан с достаточно 
утомительными вычислениями. Кроме того, отметим, что фактически этот 
метод с успехом может быть применен в очень небольшом числе случаев. 
Поэтому вопрос о фактическом вычислении определенных интегралов 
пока остается открытым. 

§ 21. О роли задач в интегральном исчислении. 

Задачи интегральном исчислении играют значительно большую 
роль, чем в диференциальном. Увидим, что некоторые отделы интеграль¬ 
ного исчисления для действительного их усвоения требуют, чтобы было 
решено большее или меньшее число соответствующих задач. 

В этом курсе там, где встречается необходимость, будут указаны 
номера соответствующих задач из задачника, составленного авторами 
этой книги*). Конечно, какое именно число из указанных задач необхо¬ 
димо должно быть решено, относительно этого может быть дано только 
самое общее указание: столько, сколько их необходимо, чтобы читатель 
почувствовал, что он вполне овладел соответствующим методом. Но если 
относительно каких-нибудь задач будет сказано, что их рекомендуется 
решить, то, конечно, они должны быть решены. Заметим, что в задач¬ 
нике те задачи, которые представляют особый теоретический или прак¬ 
тический интерес, напечатаны жирным шрифтом или отмечены звездоч¬ 
кой**). 

§ 22. Переменное интеграции. 

Прежде чем итти дальше, мы должны остановиться на некоторых 
сторонах понятия интеграла. 

Аргумент всякой функции необходимо должен быть обозначен неко¬ 
торым символом, которым обычно служит буква. 

Символ, которым обозначен аргумент подъинтегральной функ¬ 
ции, называется переменным интеграции. 

Следовательно, если 

ь 

и = ^/(*) йх, (1) 


то х — переменное интеграции. 

Обратим теперь особое внимание на то, что интеграл ни в коем 
случае не есть функция переменного интеграции дг, хотя х и фигурирует 
явно в правой части (1). Но роль его своеобразна. Действительно, 
вспомнив, что 

ь 

^ /(*) Ах — Ііга 5, 


где а 

• Ѵ д)“і“/(^2Х л: з _ ' ЛГ 2) _ Г • • • ~ х п - 1)’ 


*) Полное его заглавие: И. Жегалкин и М. Слудская, ,Система¬ 
тический сборник задач по интегральному исчислению", Учпедгиз, 1934 г. 

**) К методу непосредственного интегрирования относятся задачи № 401 
и 402. Из них рекомендуется решить задачу № 401. К методу геометрического 
вычисления относятся задачи № 403—406. 
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мы ясно видим, чіо н выражение суммы 6' аргумент л* как раз не входит; 
5 зависит не от х, а только от промежуточных чисел х к и $ А . Следо¬ 
вательно, и предел суммы не может быть функцией х. Мы же знаем 
кроме того, что этот предел не зависит и от выбора промежуточных 
значений х к и $ А . Таким образом. 

интеграл не есть функция переменного интеграции. В выражении 

ь 

\Лх)а х 

а 

вся роль переменного х заключается только в том, чтобы указать, 
с помощью какой функции составлен данный интеграл. 

Поэтому вместо х мы вполне могли бы написать и иную букву, 
например у или и имели бы, что 

ь ь ь 

\ /{х) ах = ^ /(у) <іу — \/(г) <іг. 

а а а 

Так, например, мы нашли, что (стр. 45) 
ь , ь 

Г АЗ а з г 

I хЧх — — - —■■ , \ е х Лх — е а . (2 ) 

а и 


Мы видим: в правых частях этих равенств нет х , а потому и интег¬ 
ралы не функции его. Поэтому же вместо равенств (1) мы можем ^акже 
написать, что 


ь 



а 


Теперь ясно, что 



^ х 2 сіх=^у 2 (іу — ^ г 1 йг. 


Все это становится вполне очевидным, когда мы вспомним геометри¬ 
ческое значение интеграла. Если 

ь 

м = ^ /(х)йх, 

а - ѵ 

то и — площадь трапеции аАВЬ. Ясно, что эта площадь вполне зависит 
от формы кривой, ограничивающей ее сверху. Но она совершенно не 
зависит от абсциссы х произвольно взятой точки М на этой кривой. 
Поэтому и интеграл зависит не от а от вида функции /( х ). Он за¬ 
висит от /, от характеристики функции, а не от ее аргумента. 
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§ 23. О пределах интеграла. 

I Іусть /(л:) — функция, непрерывная в интервале (а, р), и пусть по- 
прежнему ь 

и=\}{х)йх. (1) 


Спрашивается: какие значения мы можем брать для пределов интег¬ 
рала а и А? Ясно, что можем брать любые значения в интервале непре¬ 
рывности (а, $). Если мы будем менять эти значения, то тем самым 

будет меняться и 'значение интег¬ 
рала. Так, например, если мы бу¬ 
дем увеличивать Ь , то для чер¬ 
тежа 39 ордината ЬВ будет дви¬ 
гаться вправо, а потому площадь 
трапеции будет увеличиваться. Она 
будет также увеличиваться, если мы 
будем уменьшать нижний предел а. 

Но если в (1) мы можем да¬ 
вать пределам а и А различные 
значения, то на них мы должны 
Черт. 39. смотреть как на переменные. Сле¬ 

довательно, 

пределы интеграла могут быть переменными величинами. 

Но если а и А — переменные, то всякий раз как мы дадим им неко¬ 
торые значения, интеграл и получит некоторое определенное значение, 
а потому и есть функция а и А. Следовательно, 

если пределы интеграла—переменные величины, то интеграл, не бу¬ 
дучи функцией переменного интеграции, есть функция своих пределов. 

Так, например, мы знаем, что 



ь 



а 


Если а и А — переменные, то правая часть равенства есть функция 
их, а потому и левая часть, т. е. интеграл, тоже функция а и А, но 
не функция х. 

Конечно, если мы одному из пределов, например нижнему, дадим 
какое-нибудь значение и не будем менять его, то интеграл станет функ¬ 
цией только одного верхнего предела. Если же мы обоим пределам дадим 
постоянные значения, то интеграл станет постоянной величиной. Вообще 

пределы интеграла могут быть или оба переменными, или оба 
постоянными, или один из них может быть переменным, другой 
постоянным. 

Так, например, если г и і — переменные, то интеграл 


і 



г 


есть интеграл с двумя переменными пределами. 
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Полагая или г = 0> или ^ = 0, найдем 

§* ах =т> \ хЫх= -%- 

О в 

Каждый из этих интегралов имеет только один переменный предел. 
Наконец, интеграл 

2 



і 


будет интегралом с постоянными пределами. Он уже не функция, а число. 

Особого внимания заслуживают интегралы, у которых нижний 
предел постоянный, а верхний переменный. Таким будет, например, 
интеграл 



где а — постоянное, г — переменное, называется интегралом как 
функция верхнего предела. 

Конечно, вместо г верхним пределом может быть любая переменная 
величина. Так, например, все интегралы 

і V % 

\^/(х)(іх, [/(X)йх, \/{х)Лх 

а 1 2 


— интегралы как функции своих верхних пределов. 

Очень часто приходится рассматривать интегралы с постоянным ниж¬ 
ним пределом, причем верхним пределом служит как раз аргумент функ¬ 
ции. Так, например (черт. 40), выберем на кривой у =/(*), хотя и про¬ 
извольно, но раз навсегда, точку А с абсциссой а . Следовательно, а 
будет обозначать постоянную величину. Ординату аА назовем началом 
отсчета площадей, и пусть М — переменная точка на кривой с абсцис¬ 
сой х. Если через и обозначим площадь трапеции аАМх :, то ясно, что 
и есть функция х % потому что с изменением х меняется и и , но всякий 
раз, как х принимает определенное значение, и тоже принимает опре¬ 
деленное значение. Ясно, что и представится интегралом, нижний предел 
которого равен а , верхний же х. Но написать 

\ 11=^{{х)(1х 

І а 

Курс математического анализа, ч. III. 


0 ) 
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в этом случае уже нельзя, потому что, как обіще правило, один и тот 
же символ в течение одного и того же рассуждения не должен служить 
для различных целей. Следовательно, если х уже служит для обозначе¬ 
ния верхнего предела, то для обозначения переменного интеграции мы 
должны взять иную какую-нибудь букву, например у , и написать так: 

ч — \/(у) <1у, ( 2 ) 

а 

или, прибегая к букве г, так: 

и=\/(г)(1г ( 3 ) 

а 

И Т. Д. 

Но введение значительного числа различных символов часто создает 
неудобства. Поэтому вошло в обычай вместо правильных обозначений 
(2) и (3) писать: 

\/{х)ах, (4) 

а 

причем в данном случае х играет как бы двойную роль: роль предела 
и роль переменного интеграции. Необходимость различать эти две его 
роли становится особенно ясной, если мы переменному х как пределу 
приписываем какое-нибудь числовое значение, например д: = 3. Тогда 
интеграл (4) принимает значение, которое изобразится так: 

з 

\}(х)йх, 

а 

т. е. мы должны заменить х его значением не везде, а только в верх¬ 
нем пределе. Подставить же вместо х его значение также и в подъин- 
тегральнос выражение, т. е. написать выражение 

з 

\'/(3)<Й, 

а 

это значило бы написать бессмыслицу. Итак, 

когда символ аргумента функции служит верхним пределом 
интеграла, то принято для обозначения переменного интеграции 
сохранять тот же символ. 

Так, например, зная, что 

ь 

Г дз 

) хЫх= -ъ--ъ’ 

[а 

мы должны были бы точно написать или так: 


х 



О 
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или вместо г взять иную любую букву, кроме х. Но обычно пишут так : 

] дг ’ Л '=у- 

о 

При этом двойная роль х в левой части становится ясной, если мы 
примем *=3. Тогда получим 

з 

\^х 2 (Іх — §. 

о 

§ 24. Трапеция с основанием на оси К. 

До сих пор мы рассматривали трапеции, основания которых совпадали 
с осью X. Но ясно, что отрезок всякой прямой может служить основа¬ 
нием трапеции. Между прочим основание тра¬ 
пеции может совпадать с осью У (черт. 41). 

Предположим вообще, что мы имеем неко¬ 
торую кривую Рф, для которой -однозначная 
функция у (черт. 41): 

АГ = фСѴ). (1) 

Взяв на этой кривой две точки А и В с орди¬ 
натами а и (і, опустим из них перпендикуляры 
Аа и В§ на ось У. Получим трапецию аАВ{1, 
площадь которой обозначим через ѵ. Ясно, что 

®=!<Ку)<*Ѵ- ( 2 ) 

а 

потому что все отличие от предыдущего только ц ерт# 41 

в том, что теперь у играет роль х. 

На чертеже 41 кривая лежит справа от оси У. Если же она лежит 
по обе стороны этой оси (черт. 42), то интеграл (2) будет равен сумме 
площадей, пробегаемых абсциссой точки М при движении ее от А к В 
при условии считать из площадей ѵ ѵ ѵ ѵ . . . лежащие справа от оси 
У положительными, а слева — отрицательными. 

Заметив это, вычислим из геометрических соображений интеграл 

X 

и=^\х\х(1х. (3) 

* 

Строим кривую (черт. 43) 

у = \пх.' ( 4 ^ 

Она пересекает ось абсцисс в точке х=э 1 . Пусть АІ — точка на ней 
с координатами х и у. Интеграл (3) равен площади АМР . Чтобы вы¬ 
числить эту площадь, вычислим сначала площадь ѵ трапеции ОАМС ?• 
Так как из ( 4 ) 



4 * 


х — е*> 
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то по формуле (2) 



МР и МС} — перпендикуляры из нее на оси координат (черт. 44). Че¬ 
рез и и ѵ обозначим площади фигур ОМР и ОМС}. Так как для верх¬ 
ней части параболы 

У — V 2 рх, 

то 

х 

иж\у г 2рх Лх. 

Ь 




Но мы не знаем интеграла в правой части. Поэтому попытаемся вы¬ 
числить площадь ѵ. Для нее имеем: 


х 


У' 


2 Р' 


ѵ— 


V і ’■ 

] Тр^Гр у**' 
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Вспомнив, что 


заключаем 




а 8 

Т ' 


у 3 _ у-у 3 _ ух 

Тр~Тр Т' 


(в) 


Но ху — площадь прямоугольника ОРМС}, а потому ясно, что 


« = 


2д у 
~Ъ~ 


(7) 


и площадь и вычислена. Из (6) и (7) следует, что и = 2ѵ. 

Следовательно, парабола делит прямоугольник ОРМ^ на 
такие две части, из которых одна вдвое больше другой. 


§ 25. Заключение. 

1. Интеграл 

» 

а 

не есть функция переменного интеграции х, но функции своих 
пределов а и д. Поэтому 

\нх)4х=\ №**={№**• 

а а а 

2. Если верхним пределом интеграла служит аргумент функции, то 
принято этот предел интеграла и переменное интеграции обозна¬ 
чать одной и той же буквой. Поэтому вместо точных обозначений 
вида 

X X 

$/(*)<&. [тм 

а а 


\Н,х)йх. 

а 


принято писать 



ГЛАВА 


ПЯТАЯ 


У 


ВЫРАЖЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ЧЕРЕЗ ЗНАЧЕНИЯ 
ПЕРВООБРАЗНОЙ. 

Для фактического вычисления интеграла метод непосредственного ин¬ 
тегрирования, как было указано, совершенно непригоден. Поэтому хотя 
задача о квадратуре площади и была поставлена еще в глубокой древ¬ 
ности, однако в течение долгого времени не было сделано ни одного 
значительного шага для ее решения, Этот шаг был сделан только в но¬ 
вейшее время, когда было введено понятие производной и когда оказа¬ 
лось, что между интегралом данной функции и ее первообразной суще¬ 
ствует тесная связь. К выяснению этой связи мы теперь и перейдем. 

§ 26. Символы подстановки. 

Чтобы потом не прерывать нить изложения, введем сначала поня¬ 
тие о символах подстановки. 

Чтобы показать, что в данном математическом выражении Ф(х) надо 
переменное х заменить через с, пишут 

/ ад. 

Символ 


состоящий из несколько наклонной прямой черты, называется символом 
простой подстановки. Следовательно, по определению 

дг=с 

Ф(х) — Ф(с). 

Так, например, имеем: 

/і+лг 3 1+5* 26 
/ 2-\-х 2 —|— 5 7 ’ 

I (*+сад=і + *о*і=!-. 

Но очень часто приходится в функции Ф(х) заменять х сначала че¬ 
рез а , потом через Ь и затем первый результат вычитать из второго, 
і . е. приходится составлять разность 

Ф(Ь) — Ф(а). 



Для указания на этот процесс пользуются символом 

х-Ь 




называемым символом двойной подстановки, и пишут 

х=Ь 

ф(х) = Ф(Ь) — ф(а). 


/: 


Это равенство можно переписать в такой форме: 

Х=Ь Іх=а 

Ф(х) / Ф(лг). 


I ф(дг)= I фі х) - ! 


Отсюда символическое равенство: 


с-г-г 


Величины а и Ь называются нижним и верхним пределами подста¬ 
новки. 

Например, имеем 


т 


лг-агсі§д;= ^_агс*е^— 0 2 агсіг0 = “. 


Но часто пользуются и иным обозначением, а именно часто пи¬ 
шут так: 

[Ф(х)] х х І Ь а = Ф(Ь)-Ф(а), 


заключая данное выражение в квадратные скобки. Например, 

1+**Г г .1+8 1_о 

1 "І"* .Ь = о 1 + 2 1 


Иногда еще короче пишут так: 

[<«*)& 

о 

Следовательно, для указания на двойную подстановку употребляются 
такие обозначения: 


' х^Ь 


' ф(х) 


Г ф(х)] ь = Ф(д) -Ф(а). 

л 



§ 27. Выражение интеграла через значения первообразной.^ 

Первообразной, или интегралом данной функции, мы назвали всякую 
функцию, производная которой равна данной функіѴи. 

Следовательно, если Ф'(*)=Л х )> то ФУ нк и ия Ф(-*0 есть интеграл, 
иЛи первообразная, данной функции /(х). 

Мы видим, что слово „интеграл" употребляется в двух глубоко раз¬ 
личных смыслах. Надо отчетливо различать интеграл как 
предел суммы от интеграла как первообразной. 

Интеграл как предел суммы обозначается так: 

ь 

а 

Интеграл как первообразную будем обозначать так; 

у/(*)**: 

Различие между обозначениями очевидно. В том и другом случае мы 
имеем один и тот же знак интеграла, но во втором случае при нем от¬ 
сутствуют символы пределов, которые необходимо должны быть в первом 
случае. 

Так как употреблять одно и то же слово в двух различных смыслах, 
пока не приобретена к тому привычка, несколько затруднительно, то 
в этой главе под интегралом мы будем исключительно разуметь только 
интеграл как предел суммы. Интеграл же как первообразную будем 
просто называть первообразной. 

Заметив это, предположим, что требуется вычислить интеграл 

ь 

о=)/(*)</* (1) 

а 

от некоторой функции /(*), непрерывной в интервале (а, Ь), Этот ин¬ 
теграл есть предел интегральной суммы 

( х і а ) “Ь/( 5 і) 0*2 *і) Ч~ • • • ІР х п- 1)* (^) 

при построении которой мы можем произвольно брать не только все 
точки х к > но также в каждом подъинтервале (х к , * А+1 ) и точку 
Этим последним произволом мы сейчас и воспользуемся. 

Предположим, что каким бы то ни было путем мы нашли первооб¬ 
разную для данной функции /(х). Пусть это будет функция Ф(х). Сле¬ 
довательно, 

Ф'(*) =/(*). (3) 

Тогда интеграл О и сумма 5 могут быть переписаны в такой форме: 

ь 

0 = § Ф'(х)йх, 

а 

5= ФЧІоНх,-а) + 0<Ь)(*ш -*!)+••• + 0$„-іУР - х п-іУ (3') 

Отметим еще раз, что каждая из точек может быть взята произ¬ 
вольно в соответствующем ей подъинтервале. 
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Применяя теперь теорему Лагранжа к функции Ф(х) для интервала 
(■**• имеем равенство: 

Ф (**) - Ф (** +І >= Ф '( 5 А )(** +1 - **)■ 

и так как ф'(х)—/(х), то 

Ф(**) ~ Ф(** + і) =/(&*)(*а + і - ЛГд)- 

Написав такое равенство для всякого подынтервала, получим систему 
равенств: 

Ф( Хі ) - Ф(а) =/($оЖ- а), 

Ф(* 2 ) - Ф(х л ) =/(Ь 1 )(х 3 — *,), 

Ф(х 3 ) Ф(.Х^) ^/( 5 ,) (х 3 ДГ 2 ), 

. ( 4 ) 


Ф(-^л-і) Ф(^я-г)—/(5«-г) (•*•/:- 1 х п-г)' 

Ф(Р) ~ Ф(^-і)=/(2 я -,)(* - * я _ а ). 

Здесь числа 2о, 2 1 , .... 5 Я _! берутся уже не произвольно. Напротив, 
всякий символ Ед обозначает некоторое, хотя нам и неизвестное, но вполне 
определенное число в интервале (л:*, * А+1 ). Напротив, в равенстве (3) 
каждое 5* в том же интервале мы можем брать произвольно. 

Но если в (3) числа могут быть взяты произвольно, то возьмем 
их так, чтобы их значения были соответственно равны как раз тем зна¬ 
чениям, которые они имеют в равенствах (4). При таком выборе их, 
складывая все равенства (4), получаем равенство 

Ф{Ь)-Ф{а) = 8. 

Следовательно, ь 

2/(5*) Д х к =*Ф(Ь)-Ф{а). 

а ■ 

Видим, что при произведенном выборе точек .ревая часть не зави¬ 
сит даже от выбора чисел х к . Она — величина постоянная. Но предел 
постоянной величины равен ей самой, а потому 

ь 

Нт 2/(5*) Д** = ФФ) — Ф(а), 

т. е. 0 

ь 

\П Х )* Х =ФФ)-Ф(а). ( 5 ) 

а 

Это равенство, пользуясь тем или иным символом подстановки, обыкно¬ 
венно записывается так: 

ь і х=Ъ 

5/М^=/ад=[Ф(С а 

а і / х=а 

и читается: интеграл равен подстановке от а до Ь от функции Ф(х :). 
Получается замечательная 
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Теорема. Интеграл равен разности значений первообразной 
подъинтегральной функции в точках верхнего и нижнего пределов 
интеграла. Следовательно, если Ф'(х) =/(х), то 

Ь Іх-Ь 

\/(х)Ох= / Ф(х) = Ф(Ь) — Ф(а). (В) 

а I х-а 


Пусть, например, требуется вычислить интеграл 

ь 

^ со$ х Ах. 

а 

Вспоминая, что 


ІІ 5ІП X 

Ах 


=^С08 


х, 


заключаем: зіпх есть первообразная для С05дг, а потому пишем: 

г І х=ь 

\со5*</д; = / $іп х = зіп Ь — зіп а, 

а / х=а 


(7) 


и интеграл вычислен *), Точно так же, зная, что 

^созд; 

Ах 


■= — 81 П ЛГ, 


заключаем, что для зіп дг первообразной служит — созл*, а потому, на¬ 
пример, 



Отметим, что равенство (6), где в правой части нет х, ясно показы¬ 
вает, что интеграл есть функция своих пределов а и Ь, но не функция 
переменного интеграции. Если же вместо Ь напишем х , то получим: 

X I Хгхх 

^/О) Лх — / Ф(х) = Ф(X) - - ф(в), (8) 

о 'хна 

и двойная роль л* особенно ясна в верхнем пределе подстановки, где 
стоит равенство х — х. Здесь в левой части этого равенства х есть пере¬ 
менное интеграции, но в правой части того же равенства буква х уже 
есть предел интеграла. Если вместо х как переменного интеграции мы 
напишем г, то получим: 

^ 

\ /(*) Аг = ! Ф{г) = Ф(х) — ф(а). (9) 

а / : - а 


,: ) Сравнить этоі метод с* методом задачи № -101, (3). 
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Сравнение (8) и (9) ясно показывает двойную роль х в равенстве (8). 
Так, например, пусть требуется найти интеграл 



Вспоминая, чему равна производная от агсідлг, пишем 

х 

^ ГтѴ* =[ агс •'Со= агс *е*- 

о 

Вообще можно решить очень много задач, находя непосредственно, 
путем догадки, первообразную подъинтегральной функции. Вычислим, 
например, площадь и трапеции 1 АМх (черт. 45), ограниченной сверху 
гиперболой ' 

1 


Точка А — ее вершина. Ее координаты х—\, у — 1. Имеем 

X X 

и — ^у (Іх = ^^-(1х. 

'і і 

_ й\пх 1 

Вспоминая, что —-— = —, 
йх х 

заключаем 

X I х=х 

1п дг = Іп х. 

і Іх=\ 

Следовательно, 
й = 1пдг. 

Таким образом, площадь и 
точно равна логарифму по юс- Черт, 

нованию е. Так как это — пло¬ 
щадь гиперболы, то и неперовы логарифмы называются гиперболи¬ 
ческими. 

Целый ряд интересных геометрических задач можно решить, зная 
первообразную от степенной функции. Так как 

,. = \ 

<Іх\т + 1/ 

то можно дать такое правило: 

Чтобы вычислить интеграл как аервообразную от степенной 
Функции х т , надо показатель ее увеличить на единицу н получен¬ 
ную функцию разделить на новый показатель. 
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Заметим, что это правило применимо и для тех случаев, когда пока¬ 
затель т отрицательный или дробный, Поэтому мы можем вычислить 
первообразные и от таких функций, как, например, х\^х. Замечая, 
__ 2. 

что х 2 , заключаем, что искомой первообразной будет функция 



а потому, например, 



Если требуется найти первообразную для суммы функций, то ищем 
первообразную для каждого слагаемого. Так, например, для функции 

Ч(х)*=охР-\-Ьх* 


первообразной будет служить функция 

гР+і 


4+ 1 ’ 


И действительно, нетрудно проверить, что §'(х) — у(х), Так, напри¬ 
мер, чтобы вычислить интеграл 

2 


К= 


блгѴ^-І - йх, 

3 у х 3 / 


представляем подъинтегральную функцию в такой форме: 


3 1 _! 

3 ; 


без труда убеждаемся, что функция 

б 1 
ф(лг) = 2х*-\- х% 

будет ее первообразной. Действительно, 


Поэтому пишем 
2 


3 1 —Л 

<!>'(*) — 5х 7 +4-л 3 . 

о 




*. I , 

(2лг2 +л 3 )=8/2+/2-3. 


Из рассмотренных примеров ясно, что если мы знаем первообразную 
подъинтегральной функции, то вычисление интеграла не представляет 
60 



никаких затруднений. И вообще ясно, что доказанная теорема 

ь 

/(х)<1х=Ф(Ь)- Ф(а) 

а 

сводит задачу о вычислении определенных интегралов к задаче о вычи¬ 
слении первообразных, т. е. ко второй задаче интегрального исчисления, 
к подробному изучению которой мы скоро и приступим. Пока же отме¬ 
тим, что при современном состоянии науки, кроме чрезвычайно редких 
исключений, мы фактически можем вычислить исключительно только те 
интегралы, для которых можем вычислить первообразные их подъинте- 
гральных функций. Отсюда ясно, насколько важно найти методы для 
вычисления первообразных *). 

§ 28. Заключение. 

Если ф\х)=/(х), то 

Ь !IХ=Ь 

\/{х) ах = / Ф{х) = Ф(Ь) - Ф(в). 

а I х=а 


г 


/ 


№ 36^ ^ ежде чем итти дальше, читателю рекомендуется решить задачи 



ГЛАВА ШЕСТАЯ 


ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛА. 

Хотя к понятию интеграла как предела суммы мы пришли из задачи 
о квадратуре площади, но по существу понятие интеграла и понятие 
площади — это два совершенно независимых друг от друга понятия. И 
действительно, по определению интеграл есть предел суммы, построенной 
по некоторому вполне определенному закону, и только: 

ь ь 


Чтобы понять это определение, необходимо знать, что такое сумма, 
функция, предел, но совершенно не надо знать не только, что такое 
площадь, но и вообще можно ничего не знать из геометрии. Вся роль 
задачи о квадратуре площадей заключалась только в том, что она есте¬ 
ственно привела нас к понятию интеграла. Но хотя само по себе понятие 
интеграла чисто аналитическое, однако его значение очень хорошо изобра¬ 
жается значением площади соответствующей трапеции, а также различ¬ 
ные свойства его тоже хорошо отображаются в соответствующих свой¬ 
ствах площади. Поэтому при теоретическом изучении свойств интег¬ 
рала всегда очень полезно геометрически представлять его изображенным 
площадью трапеции, но так как само понятие интеграла не зависит от 
понятия площади, то вполне естественно, что раз оно введено, то его 
можно применять к вычислению не только площадей, но и целого ряда 
других величин. 

В этой главе мы рассмотрим некоторые геометрические приложения 
понятия интеграла. 


§ 29. Объем тела вращения. 

Пусть попрежнему аАВЬ — трапеция, ограниченная сверху кривой 
.У =/(•*)> лежащей всеми точками выше оси X. Если эта трапеция будет 
вращаться около оси X, то она при своем вращении опишет тело, ко¬ 
торое называется телом вращения . Кривая АВ при этом опишет некото¬ 
рую поверхность, которая называется поверхностью вращения. 

Поставим себе задачу вычислить объем тела, образованного вращением 
трапеции около оси X. Этот объем обозначим через ѵ. 

При вращении трапеции каждая ордината кривой описывает плоскость, 
перпендикулярную к оси X. Поэтому ясно, что объем ѵ есть объем 
тела, ограниченного поверхностью, образованной вращением кривой АВ, 
и двумя плоскостями, перпендикулярными к оси X в точках а и Ь. 

Чтобы вычислить этот объем, поступим так. 
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Разделив попрежнему трапецию на элементарные полоски и построим 
прямоугольники как внутренние, так и выступающие, вращаем трапецию 
около оси X , Тогда вместе с нею вращаются и все прямоугольники. Ясно, 
что при этом каждый пря¬ 
моугольник опишет неко¬ 
торый цилиндр, который 
назовем элементарным. В 
зависимости от того, ка¬ 
ким прямоугольником, вы¬ 
ступающим или внутрен¬ 
ним, описан данный эле¬ 
ментарный цилиндр, мы 
будем называть его высту¬ 
пающим или внутренним. 

Каждая элементарная 
полоска . при вращении 
тоже опишет некоторое 
тело, которое назовем эле¬ 
ментарным слоем. Каждый Черт. 46- 

такой слой меньше ци¬ 
линдра, описанного выступающим прямоугольником, принадлежащим той 
же полоске, но больше цилиндра, описанного соответствующим ей 
внутренним прямоугольником. Отсюда заключаем, что объем ѵ всего тела 
вращения меньше суммы объемов всех выступающих цилиндров и больше 
суммы объемов всех внутренних цилиндров. Поэтому, если через р мы 
обозначим сумму объемов всех внутренних элементарных цилиндров, 





Черт. 47. 


а через ц — сумму объемов всех выступающих, то будем иметь соотно¬ 
шение 

р<ѵ<ц. (.1) 

Очевиден теперь путь, по которому мы должны итти. Если мы будем 
бесконечно увеличивать число точек деления х к так, чтобы промежутки 
между ними бесконечно умалялись, то само собой напрашивается предпо¬ 
ложение, что суммы р и внутренних и выступающих цилиндров при 
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этом будут меняться так, что пределы их будут равны как раз искомому 
объему ѵ, т. е. напрашивается предположение, что 

ѵ — \\тр = \\тд. (2) 

Чтобы это строго доказать, мы должны доказать равенство пределов 
сумм р и Действительно, если мы докажем, что 

Нт р = 1іт ц, 

то из (1), переходя к пределу, мы немедленно получим (2). 

Но чтобы избежать вычи¬ 
сления пределов двух сумм, 
суммы р и суммы ц, мы рас¬ 
смотрим одновременно с вы¬ 
ступающими и внутренними 
цилиндрами также и ци¬ 
линдры общего типа. 

Построим для данной тра¬ 
пеции прямоугольники об¬ 
щего типа (черт. 48). Эти 
прямоугольники при враще¬ 
нии опишут цилиндры об¬ 
щего типа. Вычислим сумму 
их всех, которую обозначим через 5. Объем цилиндра, который опишется 
прямоугольником, стоящим на интервале (лг д , х к + л ), очевидно, равен 

Давая индексу к значения 0, 1, 2, я —1, получим 
$=**/(*о)* Дд: 0 + тт/(2 1 )*4х 1 + тг/(д»Дл: 2 + ... +*/(5 я _ 1 )* Д* п _ г 



или короче 


$=Ё */($*№»• 


Для ясности обозначим на время 

*/(*)*=> (К*)- 
Тогда (3) перепишется так: 


(*) 

(*) 

( 5 ) 


В правой части стоит интегральная сумма, построенная с помощью 
функции ф(лг). Поэтому, так как 

ь ь ь 

Ііга ^ 6(лг д ) йх — ^ ф(*) йх — ^ іг /(х)* йх } 


то из (3), переходя к пределу, заключаем: 


а 

Ііш 


(•) 
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Обозначим интеграл, стоящий в правой части, через К' 


ь 



ЛГ= С тг/(лг) 3 ах. 

(7) 

Тогда будем иметь 

а 


Пт 5=К. 

(8) 

Мы нашли предел 

суммы 5. Оказывается, 

что этот предел остается 


одним и тем же, как бы мы ни выбирали точки х к и точки Но суммы р 
и ^ объемов внутренних и выступающих цилиндров — это частные случаи 
суммы 5 при соответствующем выборе точек Е 4 . Поэтому из (8) сле¬ 
дует, что также и 

ь 

1іт/? = 1іт? = АТ=^тг /( х ) 2 йх. (9) 

%> 
а 

Теперь из соотношения (1): 

Р<Ъ<<1 


заключаем, переходя к пределу, что 

Ит Нт 


т, е. что 


или, так как у = /(х), 


о 

V = К= | 7Г /(х) г Ох, 


ѵ= \ пуЫх. 


Теорема. Объем ѵ те¬ 
ла, ограниченного двумя 
плоскостями, перпендику¬ 
лярными к оси X в точ¬ 
ках а и 6, и поверх¬ 
ностью, образованной вра¬ 
щением кривой у ==/(*) 

Около оси X, определяется 
'Но формуле: 

* О] 

V = \ пу 2 йх. (10) 

а 

Видим, что вычисление 
объема тела вращения, как 
и вычисление площади тра¬ 
пеции, приводится к вычи¬ 
слению некоторого опреде- Че Р т - 49 * 

Ценного интеграла. * 

Если вместо трапеции аАВЬ мы рассмотрим трапецию аАМР, где 
абсцисса точки М равна лг, то ясно, что объем, образованный вращением 
Йой трапеции, будет равен 



^ п у 2 йх. 


|^' ІСуре мйтміьтичфского ашпизд, ъ Ш. 
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Пусть кривая АВ монотонная (черт. 50). Тогда ее абсцисса будет 
однозначная функция ординаты. Пусть 

,хг = Ку). 

Опустив из А и В перпендикуляры Аа и В$ на ось К, мы получим 
трапецию аАВ$, основание которой совпадает с осью V. Очевидно, что 
для нее х и у меняются своими ролями. Теперь у играет ту роль, кото¬ 
рая прежде принадлежала х . и обратно. Поэтому ясно, что площадь 
трапеции аАВ$ равна 

* 8 
\ ?(Жу = \-хсіу. 


а объем, полученный 


от ее вращения около оси V, равен 

г ? 

^ их- йу = ^ п<рО) г &У- 

а « 


(П) 




Как пример вычислим объем ѵ, образованный вращением эллипса 


- 4 -^ = 1 
Ь 2 

вокруг оси X (черт. 51). Для верхней его половины 




Поэтому по формуле (10) 


а* - х л . 




( 12 ) 


(13) 


ті = ^ пу 2 </л:=^-^ (а 2 -х 2 )йх. 

— л —я 

Первообразной для подъинтегральной функции служит функция 


ю(лг )*=а*х - — . 




И действительно, ы\х) равна подъинтегральной функции. Поэтому 

4 о і х=-\-а 

^ (а* -х*)йх= / ^а*х -^4х = ^-а*. 

— а I Х -—а 

Следовательно, объем эллипсоида вращения вокруг 
4 

большей оси равен — лаА 2 . 

о 

При а = Ь получим как частный случай объем шара. 

Вычислим объем ѵ', образованный вращением того же эллипса вокруг 
малой оси. Теперь роли х и у меняются. Из (12) для правой половины 
эллипса 




а потому по формуле (11): 


[У-^Ь 


К*--*)- 

—Ь —А Іуя—Ь 


4 

Т™ ь - 


Следовательно, 


ѵ = ѵ г =утг аЧ *). 


§ 30. Длина дуги. 

Хотя с представлением всякой дуги у нас неразрывно связывается и 
представление о ее длине, однако ввести точное логическое понятие 
о длине дуги кривой линии далеко 
не так просто, как это кажется на л 

первый взгляд. Действительно, что¬ 
бы найти числовое выражение дуги 
кривой, надо измерить ее, т. е. 
сравнить ее с отрезком, принятым 
за единицу меры. Для этой дели мы 
должны узнать, сколько и каких ча¬ 
стей единицы меры укладывается в Черт. 52. 

данной дуге. Но здесь мы немедленно 

же встречаемся с одним затруднением. Чтобы измерить отрезок прямой ли¬ 
нии, мы накладываем на него отрезок, принятый за единицу меры. Но этот 
метод наложения неприменим к измерению кривой дуги, потому что 
всякий отрезок может иметь большее или меньшее число точек, общих 
с кривой линией, но не может совпадать с нею всеми точками. Следо¬ 
вательно, . необходимо искать другие пути, которые давали бы возмож¬ 
ность сравнивать дуги с отрезками, не прибегая к методу наложения. 
Этой цели мы достигнем, если предварительно введем определение дуги 
кривой так, чтобы оно, совпадая с нашим обычным представлением, 



*) К этому параграфу задачи 44—47, 87—89, 94. 


5* 
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и то же время заключало в себе возможность сравнения дуги с отрезком. 
Поступим так. 

Пусть Аф — данная дуга (черт. 52). Между концами ее вставляем 
в произвольном числе ряд произвольно взятых промежуточных точек 
А г , А 2 , ... , . Соединив их друг с другом хордами, получим не¬ 

которую ломаную линию. Длину ее, которую будем также называть ее 
периметром, обозначим через Р . Хорду, соединяющую точки А к и Л Л+1 , 
обозначим через І к . Следовательно, стороны, или звенья, этой ломаной 
будут последовательно равны 1 0 , І г , / 2 , ..., / л-1 , а потому 

+ +^2 4 " • ■ • ~ Г ^-2 4 “ * л -1 > 

что короче запишем так: ^_ уі ^ 

Давая индексу & все значения от 0 до п — 1, мы получим все слагаемые 
суммы, стоящей в правой части. 

В нашем представлении чем гуще лежат промежуточные точки, тем 
меньше ломаная отличается от дуги. Поэтому вообразим какой-нибудь 
закон, по которому число промежуточных точек бесконечно возрастает 
так, что расстояния между ними бесконечно умаляются. Тогда в нашем 
представлении длина ломаной будет все меньше и меньше отличаться от 
дуги, а потому введем такое 

Определение • Длиной дуги кривой линии называется предел 
периметра вписанной в нее ломаной в предположении, что число 
звеньев этой ломаной бесконечно возрастает так, что сами звенья 
бесконечно умаляются. 

Против этого определения можно привести следующее возражение. 
Так как промежуточные точки А к берутся произвольно и так как число 
их можно увеличивать по самым разнообразным законам, то возни¬ 
кает вопрос: не будет ли предел периметра ломаной зависеть от того 
закона, по которому растет число ее звеньев? Пока мы вправе предполо¬ 
жить, что, выбирая за вершины ломаной различные точки и увеличивая 
число их по различным законам, мы будем для предела периметра полу¬ 
чать различные значения и если бы в действительности оказалось так, то 
тогда длине одной и той же дуги мы должны были бы приписывать 
различные значения. Это нам показало бы, что приведенное определение 
непригодно, так как всякой дуге мы приписываем единственное вполне 
определенное значение, и что поэтому надо искать новые определения. 
Мы увидим, что ответ на этот вопрос получится сам собой при выводе 
формулы для вычисления длины дуги. 

Пусть кривая АВ дана уравнением 

у=т, 

где не только сама функция /( х ), но и ее производная непрерывны 
в некотором интервале (а, 6). 

Рассмотрим, что значит геометрически требование, чтобы производная 
была непрерывна. Предположим, что это условие не соблюдено и что 
производная /\х) в некоторой точке с бесконечна: 

/'(с)=оо. 

ея 




Давая индексу к различные значения, будем иметь: 

'і=/ 1 +/’(5 1 )*Д* ]1 1 % = Ѵ 1 +/'(;*) 2 Длг 2 , ... 

и т. д, Теперь согласно (1) 

ь 

р=^ѵ\+т г о) 

а 

Введем для ясности обозначение: 

V 1 +/'(дг)-’ = ф(х). (4) 

Тогда (3) перепишется в такой простой форме: 

(5) 

а 

В правой части стоит интегральная сумма, составленная для интервала 
(а, 6) с помощью функции Ф(х). Если мы теперь предположим, что не 
только данная функция /(*), но и ее производная непрерывны, тогда 
в (5) мы имеем интегральную сумму от непрерывной функции Ф(х), 
а потому, переходя к пределу, получаем 

ь ь 

нт р = Ф( х) ах = [ V і Н- /'(*) 2 ах. (6) 

а а 

Мы видим, что предел периметра Р не зависит от выбора точек х к , 
а потому и от выбора точек А к . Получается 

Теорема. Если звенья ломаной, вписанной в данную дугу, 
бесконечно умаляются, то ее периметр стремится к некоторому 
единственному пределу, который остается одним и тем же при 
всяком законе бесконечного умаления звеньев ломаной. 

Строго говоря, только доказав эту теорему, мы вправе определить 
длину дуги как предел периметра вписанной в нее ломаной. Тогда, 
обозначая длину дуги АВ так: АВ. из (6) получаем: 

Ь Ь 

Ав \Ѵ 1 4-/Ос ) 2 ах = \ /Г+у» ах. 

о а 

Теорема. Длина дуги кривой 

у=/(х\, 

концами которой служат точки с абсциссами а и Ь, определяется 
по формуле: 

_ ь 

АВ={Ѵ 1 +/ 2 йх (7) 

а 

при условии, что а<6 и что производная у> непрерывна в интер¬ 
вале (а, Ь). 

Мы видим, что вычисление дуги кривой приводится к вычислению 
некоторого интеграла, 
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Если мы на кривой возьмем точку М с абсциссой х (черт. 55), то 
длина дуги АМ определится, очевидно, по формуле 

X 

АМ = ^Ѵ\ + ѵ' 1 ‘іх. 

в 


Как пример рассмотрим кривую 

у=4^- ! ) 3 - 


Точка А с координатами (1,0) служит точкой возврата. Сама кривая 
состоит из двух ветвей, симметричных относительно оси X *). На верх¬ 
ней ветви, для которой ^ 

у = + 1.(х- 1)і, у>=(х-іу, 




возьмем точку М(х, у) и вычислим дугу АМ. По формуле (7) имеем: 
* і І х=х 3 

АМ=^У1-\-У*ах=^У г х0х= / 

1 I Іх = 1 


и окончательно 



<2_ 

д‘ 


§ 31. Поверхность вращения. 

Мы доказали, что объем тела вращения выражается интегралом. 
Докажем, что площадь поверхности вращения тоже может быть выражена 
некоторым интегралом. Для этого мы предварительно докажем, что длину 
дуги можно рассматривать не только как предел периметра вписанной 


*) Это становится очевидным, если перенести начало в точку 
уравнение кривой примет вид: 


У* = 



У = 



3^ 

2 


А. Тогда 
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в нее ломаной, но также как предел Периметра некоторой описанной 
около нее прерывной ломаной линии. 

Пусть АВ — дуга кривой, уравнение которой 

У =/(*)> 

где функция /(лг) непрерывна вместе 
со своей производной в интервале 
(а, Ь). 

Попрежнему произвольно взятыми 
точками х к делим интервал (а, Ь) 
на подъинтервалы и в каждом подъ- 
интервале (х к , * А+1 ) берем, пока 
тоже произвольно, точку & А (черт. 57). 
Пусть А 0 , А г , А 2 , ...» А а _ г — 
точки на кривой с абсциссами х 0 , х л , 
. х л _ г . Через В 0 , В г , 
2 , •.., В- ! обозначим точки с 
абсциссами ^. 
В каждой точке В к проводим 
касательную к кривой. Ее отрезок между ординатами точек А к и А^ 
обозначим через / А . Построив] такие отрезки, касательные к кривой во 
всех точках В к , получим систему отрезков 

/' /' ( I ' 

V Ч» І ѵ • • • • *я-Г 

Так как каждый из них касается кривой, но в то же время, как 
правило, конец его не совпадает с началом следующего (черт. 58), то мы 
условимся совокупность их всех называть прерывной ломаной, описанной 
около кривой. Сумму же их назовем периметром этой ломаной и обо¬ 
значим его через Р г : 






/\ 





в н/ 

1 


А 

'Л 


иг 

ж, 

1 

1 

1 

1 

1 


1 

І'к* 

і 

і 

і 

і 

і 

і 

_ і _ 

1 

1 

I 

1 

1 

1 

1 

1 

_^_ 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

_ 



*к-1 Х к ^к \*1^к*! Х к*2 

Черт 57. 


*8‘ 




Теорема. Пре¬ 
дел периметра пре¬ 
рывной ломаной, 
описанной около 
дуги, равен~длине 
дуги. 

Чтобы доказать 
эту теорему, мы-вы- 
числим длину ка¬ 
ждого отрезка ( к , за¬ 
тем возьмем сумму 
их Я* и найдем, че¬ 
му равен ее предел. 



а«х„€ я х, 


Черт. 58. 


Обозначим через а к угол отрезка І' к с осью X. Этот угол есть угол 


наклона касательной в точке В к , а потому 


а* =/'<$*). 
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При этом возможны два случая: 
угол а к может быть или острый, или 
тупой. Если он острый, то (черт. 59, і ) 

д**=/;с<>5<ѵ (і) 

Если же он тупой, то (черт. 59, н) 
Ьх к = 1\ со$ (я — а к ) = — 1\ соз а к . 

Следовательно, всегда 



и так как 




Черт. 59. 


1 


соз а к = ± - /•__ 


Уі+/'(5*) 2 ’ 


то окончательно 
Теперь имеем: 


<і=+/і 4*,. 

р '=Е'і=2> /і +л5.)’і*, 

а а 


( 2 ) 


В правой части стоит интегральная сумма от функции і/ 1+/'(л;) 2 , 
а потому 


Нга Р'= ^ V 1 4- Кх? Лс= $]/ 1 4х. 

а а 

Вспомнив теперь, что по доказанному 

ь 

АВ = \ѵ г \+у'*(Іх, 

а 

заключаем, что 

1ітР' = і4В, 

и теорема доказана. 

Таким образом, чем гуще и ближе друг к другу лежат точки А к , 
тем меньше длина ломаной Р 1 отличается от дуги АВ. 

Когда трапеция аАВЬ вращается около оси X, то вместе с нею вра¬ 
щается и ломаная Р'. При этом всякий отрезок і' к также описывает 
некоторую поверхность, а именно, как нетрудно видеть, поверхность усе¬ 
ченного конуса. Следовательно, вся ломаная Р' опишет некоторую систему 
поверхностей усеченных конусов. Эту систему назовем поверхностью, 
описанной ломаной линией Р 1 . Она не будет непрерывной поверхностью, 
но прерывной. 

ІЬ^Мы условимся принимать за площадь поверхно¬ 
сти вращения, описанной дугой АВ, предел площади 
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поверхности, описываемой вращением прерывной лома¬ 
ной Р\ т. е. предел суммы площадей поверхностей, 
описанных каждым из отрезков I' г при вра¬ 

щении их около оси X. Но при этом всякую точку 
не будем брать, как до сих пор, произвольно, но возь¬ 
мем ее как раз посредине отрезка (х к , х к + л ). 

Мы сейчас увидим, почему ее выгодно так взять. 
Обозначим через р к площадь той поверхности, ко¬ 
торую опишет отрезок при своем вращении около 
оси Х % через 7 ) а — ординату точки В к (черт. 60). Ясно, что 

к = /(^*)> 

взята как раз в середине отрезка 



и так как точка $ к 
*Л + і • то 

ѵ 


х к с к-\~ х к+\ с к- 


( 3 ) 


Очевидно, что при своем вращении отрезок І' к опи- 
Черт. 60. шет поверхность усеченного конуса, образующая коего 
і' к , а радиусами нижнего и верхнего оснований служат 
ординаты точек С к и С Л+1 , а потому по известной формуле 

Рк ~ п ^к ( х к^к ~Ъ Х к+Л 1) = 2Щ// к - 

Принимая во внимание (2), имеем 

^ = 2я/(а»)^1-!^Лд 2 Дх А . 


Каждый из отрезков І к опишет свою поверхность усеченного конуса р к . 
Взяв сумму их всех, имеем 

ь 

5^ Л*— 2тг /(У V 1 • 

а 

В правой части стоит инте гральная сумма, составленная с помощью 
функции 2тт /(х) 1 +/'(х)*. Поэтому, переходя к пределу, получим: 

Ііт V р к — ( 2тг/(х) V 1 +/'(дг)- йх— \ 2пу V 1 +/ 8 Лх. 

а а 

Так как левая часть по определению есть искомая площадь поверх¬ 
ности вращения, то 

Теорема . Площадь 5 поверхности вращения около оси X кри¬ 
вой у=/(х) определяется по формуле 

ь _ 

52тгу |/ 1Ц-/* Ас. (4) 

а 

Мы видим, что и в этом случае мы опять встречаемся с определенным 
интегралом. 
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Как пример рассмотрим площадь поверхности, образованной вращением 
около оси X дуги АВ окружности 

х 2 4- у 2 — а 2 . 

Очевидно, что эта поверхность есть половина сферы (черт. 61). Так как 
для дуги ВА у4 


у = т\-Ѵ'а 2 — х-, у' = 


У а 2 — х 2 ' 


|/Т +/'■» = 


у а 2 — х г ’ 


и по формуле (4) имеем: 


Черт. 61. 


5= \ 2тг у |У 1 4*У 3 Лс = 2іга \ 1 -</лг=2тш 2 , 


и мы получили формулу для поверхности половины сферы радиуса а . 

§ 32. Площадь в полярных координатах. 

Какими бы кривыми данная площадь ни была ограничена, мы всегда 
можем разбить ее на сумму нескольких криволинейных трапеций. Поэтому, 
умея ^ вычислять площади таких трапеций, рассуждая теоретически, мы 
тем самым можем вычислить и площадь любой фигуры. Но легко видеть, 
что насколько это справедливо теоретически, настолько это не всегда 
осуществимо практически, потому что уравнение кривой принимает более 
или менее простой или сложный вид в зависимости от выбора системы 
координат, и обычно насколько просто бывает уравнение кривой в какой- 
нибудь одной вполне определенной системе координат, настолько оно 
принимает сложную форму в другой системе. Между прочим, многие 
кривые, уравнения которых чрезвычайно просты в 
полярных координатах, в декартовых координатах 
представляются уравнениями сложной структуры. Есте- 
( ственно поэтому поставить задачу: найти формулу для 

/ I вычисления площадей, ограниченных кривыми, урав- 

\ О I нения которых даны в полярных координатах. 

V У Когда кривая отнесена к декартовым координатам, 

V то криволинейная трапеция естественно является ос- 

Черт. 62. новным типом, к которому приводятся все остальные 

типы. Но в системе полярных координат целесооб¬ 
разнее принять за основной тип кривой сектор. 

Пусть V) ~ площадь сектора АОВ круга радиуса г (черт. 62). Через $ 
обозначим длину дуги АВ , через а — угол сектора, измеренный радианом. 
Ясно, что 5 во столько раз меньше длины веёй окружности, во сколько 
а меньше 2тг. Также очевидно, что отношение площади сектора к пло¬ 
щади круга равно отношению угла сектора к полному углу. Следова¬ 
тельно, имеем: 


2тт ’ іг/в 2іг ' 
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а потому 


О) 


5 = га, пи = 


Эти формулы показывают, что 

длина дуги окружности равна произведению радиуса на угол, 
стягиваемый дугой; 

площадь кругового сектора равна половине произведения квад¬ 
рата радиуса на угол сектора. 

Из (1) нетрудно вывести, что 


- 


1 

: 2 "’ 


( 2 ) 



Следовательно, площадь кругового сектора равна половине про¬ 
изведения радиуса на дугу сектора, а потому с точки зрения вы¬ 
числения площади круговой сек¬ 
тор можно рассматривать как 
треугольник, высотой которого 
служит радиус, а основанием— 
дуга сектора. 

Перейдем к так называемым 
кривым секторам. 

Пусть в полярных координатах 
дана кривая АВ уравнением 

/•=/(«). 

Фигуру ОАВ, ограниченную этой 
кривой и двумя радиус-векторами 
ОА и ОВ, назовем кривым секто¬ 
ром (черт. 63). Вычислим площадь 
ее, которую обозначим через 'Ш. 

Для вычисления этой площади 
мы поступим совершенно анало¬ 
гично тому, как поступали при 
вычислении криволинейной трапеции. Начинаем с того, что между точ¬ 
ками А и В вставляем произвольный ряд точек М ѵ М ѵ ..., М п ^ ѵ число 
которых потом будем бесконечно увеличивать так, чтобы расстояния 
между ними бесконечно умалялись. Все эти промежуточные точки сое¬ 
диняем прямыми с полюсом О, благодаря чему данная площадь чу ра¬ 
зобьется на части, которые мы назовем элементарными секториальными 
полосами. Одновременно с бесконечным возрастанием точек М к будет 
бесконечно возрастать и, число секториальных полос, причем площади 
их будут бесконечно умаляться. Предел суммы всех этих элементарных 
полос дает площадь сектора іѵ. 

Пусть (г 0 , <в 0 ) и (/?, О) — полярные координаты точек А и В у Через 

© 1 , е> 2 , (Од, .. 

и 

Г 1> Г 2> г з> • * “» 

обозначим полярные углы и радиус-векторы точек 

іМ* ^, Л?2 » , . • •, Лід _ і . 


Черт. 63. 
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Следовательно, вообще 


Рассмотрим секториальную полоску СШ А М А+1 (черт. 64). На дуге 
М к М к+1 возьмем произвольно точку полярные координаты которой 
обозначим через г' к и Опишем радиусом г\ дугу С к С к . Получим эле¬ 
ментарный круговой сектор ОС к С к общего типа. Площадь его обозначим 
через ѵ к . Ясно, что 



Черт. 64. Черт. 65. 

ѵ 

В частном случае, если точка іѴ а совпадает с точкой М к или Ж А+1 . 
получим или внутренний круговой сектор, площадь которого обозначим 
через ѵ’ к , или выступающий, площадь которого обозначим через ©*. Пусть 
р’ — сумма всех первых площадей, ар" — сумма всех вторых: 

Площадь <ьѵ всего сектора заключена между ними; 

/ОС/- (*) 

Докажем, что при бесконечном возрастании числа точек М к так, что 
эти трчки бесконечно приближаются друг к другу, всегда 

Ііш р 1 = Шп р". 

Для этого рассмотрим сумму 

Согласно (3) имеем: 

5=і:{/(Ч)ч 
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В правой части стоит интегральная сумма, составленная с помощью 
функции у/(оі) 2 ,а потому I 

2 

Ііш 5 ’=^ у/(») 2 йГ«>- 

•«о 

Мы видим, что сумма ^ имеет один и тот же предел, как ни брать 
точки ЛГ Л . Следовательно, и суммы р' и р" имеют тот же предел. Но 
в таком случае из (4) следует, что 

2 а 

Ііш хѵ = Ііш р' = Ііш р* — ^ у /(<а) 2 йѵь — ^ -і- г 2 Ла; 

и>о ч»о 




отсюда 

Теорема. Площадь чо кривого сектора, ограниченного кривой 

г*Л») 

и радиус-векторами <о = о> 0 и ш = І2, определяется по формуле 

2 


XV 



г* Л®. 


и>п 


Рассмотрим архимедову спираль (черт. 66) 

г=шо. 


Чтобы получить площадь хѵ одного ее завитка ОАВ. надо менять 
угол ш от 0 до 2тг. Поэтому имеем 

2* 2іг 



о 


, 4тгЗд* 

I а* а>*^о) = — 
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§ 33. Заключение. 

Если и — площадь трапеции аАВЬ (черт. 67), ограниченной кривой 
У=/(х), и если 8, ѵ и 5—дуга, объем и поверхность вращения, то 

* ь 

и=\^уах, $=]/і +у' 2 с1х, 

а а 

Ь Ь 

ѵ = ^пу 2 4х, 8~\2пу\^\у' 2 йх. 

а а 

Площадь кривого сектора а полярных координатах 

е 


и) 


-П 


г 2 (Іа. 



ГЛАВА СЕДЬМАЯ 


ВТОРАЯ ЗАДАЧА ИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ. 
ИНТЕГРАЛ КАК ПЕРВООБРАЗНАЯ. 

Так как функция может иметь точки прерывности, то, чтобы избе¬ 
жать повторения одного и того же, условимся, что 

в дальнейшем всякая данная функция всегда рассматривается 
только в таком интервале, на котором она непрерывна. Поэтому 
для сокращения речи мы обычно будем просто говорить о функ¬ 
ции, опуская прилагательное „непрерывная". 

То же условие относится, конечно, и к производным данных функций, 
которые, если только явно не указано противное, должны в рассматри¬ 
ваемых интервалах предполагаться непрерывными. 

Читателю при изучении этой главы рекомендуется на время как бы 
забыть все то, что он уже знает об интеграле как пределе суммы. 

§ 34. Диференциал и днференциальное выражение. 

В дальнейшем нам постоянно придется иметь дело с так называемым 
основным свойством диференциала. 

Если х — независимое переменное, то по определению диференциала 

=/(х)\х, 

а потому іх = кх и 

<*/(*)=/'(*)<**• 

Следовательно, диференциал данной функции всегда может быть пред- 
ставлен в виде произведения некоторой функции, а именно производной 
данной функции на диференциал независимого переменного. Такое пред¬ 
ставление диференциала назовем нормальным . 

Основное свойство диференциала заключается в следующем: 

Если 

У=/(х), 

то равенство 

ау=/'(х)ах (1) 

имеет место не только при х независимом, но и при всяком выборе 
независимого переменного. 

Поэтому, если (р (і) — какая угодно непрерывная функция и если, 
рассматривая і как независимое переменное, мы примем х— <р(/), в ка¬ 
ковом случае и у становится функцией от то равенство (1) остается 
в силе. Заменяя же в нем х через <р (/), получим 


ВО 




Полагая /'(ф(і)) — ш(/), будем иметь 

йу = <й(і) йу(і). 

В правой части теперь стоит произведение одной функции на дифе- 
ренциал другой. Следовательно, 

диференциал функции может представляться не только в виде 
произведения функции на диференциал независимого переменного, 
но и в виде произведения одной функции на диференциал другой. 

Как раз с таким его представлением часто приходится встречаться 
в интегральном исчислении. В связи с этим 

всякое произведение одной функции на диференциал другой 
функции, т. е. всякое выражение вида 

ф(х)*р(«), (2) 

условимся называть диференциальным выражением. 

Строго говоря, диференциальным выражением называется всякое вы¬ 
ражение, в которое входят диференциалы, например, такое: 

V йх 2 + 4У а - 

Но в этой книге под диференциальным выражением мы будем разу¬ 
меть только выражения типа (2). 

В частном случае, если во (2) принять ф(д;) = 1, то получим йу(х)\ 
а если принять <^(х)=х 1 то будем иметь §(х)йх. Следовательно, каждое 
из выражений 

йу(х), ф(лг) йх 

есть частный случай диференциального выражения. 


§ 35. Вторая задача интегрального исчисления. 

Второй задачей интегрального исчисления мы назвали задачу о вычи¬ 
слении интеграла как первообразной данной функции. 

Интегралом, или первообразной данной функции, называется вся¬ 
кая функция, производная которой равна данной функции. 

Следовательно, если и — интеграл функции /(дг), то 


откуда 


йи 

йх 


=/(*). 


йи == /(я) йх. 


0 ) 

( 2 ) 


Обратно, из этого равенства следует первое. Поэтому задачу инте¬ 
грального исчисления: 

найти функцию, зная ее производную , 
можно формулировать и так: 

найти функцию, зная ее диференциал. 

Вторая формулировка ввиду свойств диференциала имеет преимуще¬ 
ство перед первой. Действительно, когда мы ставим задачу: найти функ¬ 
цию и , производная которой равна /(*), и пишем 


йи 

йх 


=№, 


О) 


б 
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то тем самым неявно уже предполагается, что независимым переменным 
служит х. Но равенство 

йи—/{х)йх (2) 

остается в силе уже при всяком выборе независимого переменного. По¬ 
этому оно н имеет преимущество перед равенством (1). 

Принимая же это во внимание, мы окончательно скажем: 

Вторая задача интегрального исчисления — найти функцию, зная 
ее диференциал. 

Поэтому же, хотя в дальнейшем мы часто будем ставить задачу так: 
найти функцию и, производная которой равнялась бы данной функции 
/(х), но записывать это почти всегда будем так: 

<іи=/(х)4х. 

§ 36. Обозначение интеграла. 

Обозначение играет в математике большую роль. История учит, что 
часто удачный выбор обозначения оказывает сильное влияние на прогресс 
науки. Давно сказано, что хорошо выбранные символы часто думают 
за нас. 

Всякую функцию и, удовлетворяющую уравнению 

ііи — /(х) йху 

т. е. всякий интеграл функции /(х), обозначают так: 

\/(х)ах, 

где знак ^ называется знаком интеграла. Поэтому дан- 

ную функцию называют подъинтегральной функцией, 
произведение же /(х)йх называется подъинтегральным 
выражением. 

Это определение только предварительное. Мы скоро будем прину¬ 
ждены несколько видоизменить его и дополнить. 

Выражение 

\ /(х) (іх 

точно надо читать так: интеграл от произведения /( х) на Ох. Но обык¬ 
новенно его короче читают так: интеграл от функции /(х), не упоминая, 
для сокращения речи, о множителе ах; но 

пропускать на письме под знаком интеграла множитель йх 
нельзя. 

Как увидим, такое опущение в некоторых случаях может повести 
к ошибочным выводам. 

Согласно определению, если мы знаем, что 

т. е. что ф(х) — интеграл от /(х), то мы имеем право написать, что 

\/(х)Ох = Ф(х). {]) 

•V 
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Отсюда вытекает следующее практическое правило: чтобы вычислить 
интеграл, надо найти функцию, производная которой равнялась бы подъ- 
интегральной функции. 

* Найти же эту функцию часто удается очень просто, благодаря тому, 
что наша память хранит запас производных от целого ряда элементарных 
функций. Так, например, зная, что (зіп х) 1 = соз х, (соз = — зіп х, мы 
немедленно же заключаем, что 

^соз*іл:===-|-8Іпл:, \ зіпл;Лс= — соз.г. (2) 

Возьмем несколько более сложный случай, на котором ознакомимся 
[С одним очень простым методом вычисления первообразных. Пусть тре- 
|буется вычислить интеграл 

А = ^ соз (Злг + 7) йх. (3) 


Принимая во внимание (2), можно предположить, что 
^ соз (Злг + 7) йх = зіп (3* + 7). 


( 4 ) 


( Проверяем это предположение, для чего берем производную от пра¬ 
вой части. Так как 

7) =3 С08 (3дг 7)> 

Во эта производная не равна подъинтегральной функции. Следовательно, 
Предположение (4) не верно. Мы имеем лишний множитель. Но теперь 
[очевидно, что вместо (4) мы должны написать, что 


I 


соз (Ъх -{- 7) Ас = зіп (Зле + 7). 


Действительно, взяв производную от правой части, убеждаемся, что 
равна подъинтегральной функции. 

Мы вычислили интеграл (3), предположив сначала равенство (4) и 
, после проверки, исправив первоначальное предположение. 

Когда по внешнему виду подъинтеградьного выражения сначала 
іают предположение о форме, в которой может быть представлен 
:омый интеграл, потом проверяют предположение диферепциро- 
іем н, в случае нужды исправив его, находят верное выраже- 
яятеграла, то говорят, что данный интеграл вычислен методом 
дственного интегрирования. 

видим, этот метод, в сущности, просто метод более или менее 
й догадки. Как таковой он может употребляться только в очень 
случаях. На практике такие случаи встречаются очень часто. 
ідача. Найти методом непосредственного интегрирования следующие 
алы: 

1) |л*Ас; 2) ^хЧх; 3) ^е Ьх йх\ 4) 1 Лх 


Как 


х-\-2' 


^Ответы: 1)у; 2) 3) у*»*; 4)1п|*+2| 
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§ 37. Определение пути точки по ее ускорению. 

К вычислению интегралов как первообразных приводит бесчисленное 
множество задач. Рассмотрим некоторые из них. 

Пусть 5 — прямолинейный путь, пройденный точкой; точцее, 5 — абс¬ 
цисса движущейся точки. 

Всякая движущаяся точка в каждый момент имеет не только скорость, 
но и ускорение, которое равно производной от скорости по времени. 
Поэтому, обозначая скорость и ускорение через ѵ и а, имеем равенства: 

с і $ сіѵ 


Пусть дана задача: вычислить зависимость от времени пути про¬ 
ходимого точкой, если известно ускорение точки в каждый момент. 
Пусть 

а =<К*)> 


где ф(<) — данная известная функция. Переписав это равенство в такой 
форме: 



имеем 




а потому ѵ — интеграл от функции ф(/): 


Предположим, что мы вычислили этот интеграл и нашли, что 

(ф(*)Л = <р(9. 


Тогда имеем 


<1з 

'=*=«*'>• 


а потому 5 — интеграл функции <р((): 

Мы видим, что если ускорение дано как функция времени, то, чтобы 
вычислить путь 5, мы должны вычислить два интеграла: сначала интеграл 

\щаі, 


а потом интеграл от этого интеграла. 


§ 38. Диференциал площади трапеции. * 

Задача о квадратуре площади привела нас к понятию интеграла как 
предела суммы. Но та же задача, рассматриваемая с несколько иной 
точки зрения, может так же естественно привести к понятию интеграла 
как первообразной. Рассмотрим ее с этой новой точки зрения. 
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Пусть у=/(х) — вообще положительная функция, непрерывная вне- 
котором интервале. Она изобразится кривой, лежащей всеми своими 
точками выше оси X (черт. 68). Выберем на кривой, хотя и произвольно, 
но раз навсегда неподвижную точку А , абсциссу которой обозначим 
через а. Ее ординату аА назовем началом отсчета площа¬ 
дей. Справа от А отметим переменную точку М с абсциссой х. 
Опустив перпендикуляр МР на ось X , получим кривую трапе¬ 
цию аАМР % площадь которой обозначим через д. Чему равна эта 
площадь д? 

Очевидно, что и — функция х . Действительно, если х увеличивается, 
то ордината РМ движется вправо, а потому и тоже увеличивается. 
Напротив, если д уменьшается, то х тоже уменьшается и обращается 
в нуль при х — а. Если же мы дадим х какое-нибудь определенное зна¬ 
чение, то ордината МР займет вполне определенное положение, а потому 



Черт. 68. Черт. 69. 


ствует значение для д, а потому и — функция х . Какого вида эта 
функция, это другой вопрос. 

Поставим задачу: вычислить производную от д как функции дг. 

На первый взгляд может казаться странной постановка такой задачи. 
Как можно вычислить производную функции, не зная самой функции? 
Но оказывается, что насколько в большинстве случаев трудно бывает 
вычислить самую функцию д, настолько легко вычислить ее произ¬ 
водную. 

Предположим сначала, что ординаты кривой возрастают вправо от М % 
и дадим х произвольное положительное приращение Длг, которое пусть 
изобразится отрезком РР Г (черт. 69). Ордината МР при этом займет 
новое положение ЛГР', а площадь д получит прираіЩение Ад, равное 
площади полоски РММ!Р г . + 

Мы предположим, что кх взято настолько малым, что функция /{х) 
справа от точки М монотонно возрастает. 

Проведем параллельно оси X прямые МС}* и М г (}. Получим два пря¬ 
моугольника: внутренний РМСрР* и выступающий РС^М'Р*. Площадь 
первого равна уЬх и она меньше площади полоски Ад. Площадь второго 
равна (у-\-ку)кх и она больше Ад. Получаем неравенства 

у&х < Ад < Су + Ау) Д*. 
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Деля на положительное Дл:, имеем: 

*<^о+ду. 

Переходим теперь к пределу, предполагая, что Ал; бесконечно ума¬ 
ляется. Так как неравенства при переходе к пределу или сохраняются 

или обращаются в равенства, 
то получим 

и так как крайние члены равны, 

Т0 <» 

Мы вычислили производную 
от а , но вычислили в предпо¬ 
ложении, что ординаты вправо 
Черт. 70. от М возрастают. Предполо¬ 

жим теперь, что они умень¬ 
шаются (черт. 70). Легко видеть, что все прежние рассуждения оста¬ 
ются в силе. Несколько изменятся только выражения внутреннего и высту¬ 
пающего прямоугольников, благодаря чему мы будем иметь неравенства 



откуда 


іу -}- Ду) Дат < А и <Сукх } 

з'+Ау<з^<^. 


^Ли 

У =Тх= У ' 


и окончательно прежнее равенство (1). Получаем теорему: 

Производная от площади кривой трапеции по абсциссе равна 
ординате: 


Ли 

Лх 


=У- 


( 1 ) 


Но из (1) следует, что 


Ли —уЛх —/{х) Лх , 


( 2 ) 


а потому доказанную теорему можно формулировать и гак: 

Диференциал площади трапеции равен произведению ординаты 
на диференциал абсциссы. 

Из (2) следует, что и есть интеграл функции /( х ) и что, для того 
чтобы вычислить площадь, достаточно вычислить этот интеграл. Таким 
образом, оказывается, что 

задача о квадратуре площадей, т. е. задача о вычислении пло- 
щадей, всегда может быть сведена к задаче о вычислении перво¬ 
образных данных функций. 
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Этот результат чрезвычайно важен. Он показывает, что для совре¬ 
менной математики задача о квадратуре площади как самостоятельная 
задача не существует. Она поглощается более широкой задачей о вычи¬ 
слении интегралов как первообразных. Последнюю задачу мы должны 
признать более широкой потому, что к ней сводится, кроме задачи 
о квадратуре, бесчисленное множество других задач из области геомет¬ 
рии, физики, механики и вообще из области всех наук, имеющих дело 
с понятием непрерывного изменения величин. 


§ 39. Диференциал объема тела вращения. 

Пусть попрежнему а АМР — кривая трапеция, ограниченная кривой 
у=/(х) (черт. 71), и пусть х — абсцисса точки М. Вообразим, что 
эта трапеция вращается вокруг оси 


г 


м 

-7Г\ 





Черт. 71. 


X; объем полученного тела обоз¬ 
начим через ѵ. Ясно, что ѵ — 
функция х . Вычислим ее произ¬ 
водную. Для этого, сохраняя преж¬ 
ние обозначения, даем х положи¬ 
тельное приращение Дл; и строим 
внутренний и выступающий Пря¬ 
моугольники. Пусть Дт> — соот¬ 
ветствующее приращение объема 
ѵ. Следовательно, &ѵ есть объем, 
образованный вращением полоски 
РММІР' вокруг оси X (черт. 72). 

Предполагая сначала, что орди¬ 
наты кривой вправо от М возра¬ 
стают, мы (черт. 72) заключаем: при вращении внутренний прямоугольник 
опишет цилиндр,- объем которого равен тгу^Длг, причем этот объем меньше 
того, который получится от вращения полоски Ди, т. е. меньше До. 

Выступающий прямоугольник опи¬ 
шет цилиндр, объем которого равен 
тг (.у-}-Ду) 2 Длг и который больше Дт>. 
Поэтому имеем неравенства 

тгу 2 Д* < Д ѵ < тг (у Ду) 2 Дл:. (1) 

Это в том случае, если ординаты вправо 
от М возрастают. Если же они убы- 
■ вают, то нетрудно видеть, что (черт. 73) 
вместо неравенств (1) будем иметь: 

■ яу 2 Дх> Д' 0 >тг(у-|-Ду) 2 Д.*:. (2) 

Деля в том и другом случае на по¬ 
ложительное Дат, получим: 



пу 3 <^<иО'4-Ду) 3 , 


Дтр 

или пу г > — > іг С у+Ау) 2 - 


Пусть теперь Дх бесконечно умаляется. Переход к пределу дает: 




или пу 2 > 7 -^ тту 3 . 
йх 
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Черт. 73. 


Следовательно, в том и другом 
случае йѵ — т:у 2 (1х. 

Теорема. Если ѵ — объем, об¬ 
разованный вращением кривой тра¬ 
пеции около оси X, то 

йѵ =; пуі 2 Лс. 

Так как у—/(х), го 
йѵ= к/(лг ) 2 йх, 

а потому ©—интеграл функции п/С*) 2 - 
Опять мы видим, что задача о вычи¬ 


слении объема тела вращения приводится к задаче о вычислении интеграла. 


§ 40. Диференциал площади кривого сектора. 

На кривой, уравнение которой в полярных координатах 

отметим две точки: неподвижную А и подвижную Л1(г, о>) (черт. 74, 
75). Площадь кривого сектора АОМ обозначим через ад и вычислим ее 
производную. 

Даем углу ш положительное приращение До>, благодаря чему радиус- 
вектор ОМ переместится в ОМ 1 , так что ад получит приращение Дад, 
равное площади кривого сектора ОМ'М. 



О X О X 

Черт. 74. Черт. 75. 

Опишем дуги окружностей МС? и М 9 (? радиусами г и г —|— Дг, при¬ 
няв полюс О за центр; получим обыкновенные круговые секторы. 

Площадь сектора МОС? равна -і-г а Дю, площадь же сектора ОМ^ равна 

і-(г-}-Дг ) 2 Дсо. Очевидно, что 

Да> < Д^Д^» или г 2 Дю>Дш]> — (г-)- Дг ) 2 Дю. 


откуда 




Д'о; 1 


^^<Е<Т-^ + Д/-) г . или ~г«>~>-і-(г + Дг)«. 


Переход к пределу дает: 


1 _ 1 

-Г 2 < - < - 

2 — “ 2 


или 


1 

2^ 




А'ш 1 

т. е. в том и другом случае ж^ = ~2~ г2 ' а П0Т0М У 

Теорема . Если о>— площадь кривого сектора, то 


Эта формула известна под названием формулы для площади в поляр¬ 
ных координатах. Так как /■=/(<»), то 

<Й0=-^-/(<і>) 3 А®. 

Опять задача о вычислении площади чо привелась к задаче о вычи¬ 
слении интеграла от функции ~/(ю) 2 . 


§ 41. Существование интеграла. 

Лишь только введено понятие интеграла, то естественно возникает 
вопрос, всякая ли функция имеет интеграл. Из геометрических предста¬ 
влений легко получить ответ на этот вопрос в том случае, когда функ¬ 
ция изображается кривой, лежащей в рассматриваемом интервале выше 
оси X, т. е. когда функция не может принимать отрицательных значений. 
В этом случае существует площадь а трапеции аАМР, где М — точка 
с абсциссой х. Но мы знаем, что 

Аи—/(х)Ах, 


а потому и — интеграл. Следовательно, если функция вообще положи¬ 
тельна, то она имеет интеграл. 

Предположим теперь, что функция на интервале ( а , Ь) может при¬ 
нимать и отрицательные значения, и пусть /я — ее наименьшее значение. 
Тогда при всяком х 

/I х ) = т, 

а потому функция 


/с*)-» 


уже вообще положительна. По доказанному она имеет интеграл. Если его 
обозначим через ф(л:), то будем иметь 

ф '(*)=/(*)—«• 

Рассмотрим теперь функцию 

<й(х) = ф(дг) -{- п * х 
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Раз ф(л:) существует, 
т. е. что 


то существует и <фс). Но ясно, что 
«'(*) = $'(*) — т\ 

»'(*)=/(*)■ 


Следовательно, (фс) есть интеграл функции /(х). Ір случаем теорему: 
Всякая функция, непрерывная на интервале, имеет интеграл. 

В связи с этим докажем следующую теорему: 

Всякое диференциальное выражение вида у{х) й^(х) всегда 
можно рассматривать как диференциал некоторой функции. 

Действительно, 

<р(-*0 Щх) =<р(аг) ф’(х) ах. 

Обозначим через <о(х) первообразную функцию <р(х) 

®'(^) = ?(•«) ФѴ)- 

Такая первообразная, как мы видели, всегда существует. Имеем 
<р(х) ф'(х) йх = о'(х) іх —а<й(х), 

и данное выражение представилось как диференциал некоторой функции. 
Теорема доказана. Вследствие этой теоремы выражения типа 

у(х) аф{х) 


часто называются диференциалами. 


§ 42. О числе интегралов. 

Мы доказали, что всякая непрерывная функция имеет интеграл. Но 
теперь возникает вопрос: имеет ли непрерывная функция только один 
интеграл или она может иметь их несколько? 

Пусть Ф(х) — интеграл данной функции /(х). Следовательно, 

Ф'(*) =/(*). (1) 


Допустим, что кроме этого интеграла функция /(х) имеет еще дру¬ 
гой какой-либо интеграл и. Тогда одновременно с равенством (1) будем 
иметь также равенство 


Ли 
і іх 


=/(*). 


( 2 ) 


Следовательно, функции и и Ф(х) имеют равные производные. Как 
таковые они могут отличаться друг от друга только на постоянную 
величину, а потому 

и = ф(*)+С, (3) 

где С - некоторое постоянное. Следовательно, если кроме Ф[х) суще¬ 
ствует еще какой-нибудь иной интеграл , то он необходимо вида (3). 

С другой стороны, ясно, что какое бы ни было постоянное С, вся¬ 
кая функция вида (3) необходимо интеграл, потому что из (3) следует (2). 

Итак, если Ф(х) — интеграл, то, прибавляя к нему любое постоян¬ 
ное С, мы получим функцию 

Ф(л:)~|“С (4) 

которая будет тоже интеграл. 
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Но» приписывая в выражении (4) символу С различные постоянные 
значения» мы будем получать различные функции, например такие: 

Ф(*)-Н. Ф(*) + 2, Ф(лг) + 3, . . . 

Ф(х) -1, Ф(х) + е з, Ф(*)- тг, . . . 

и каждая из них есть интеграл данной функции /( х ), потому что про¬ 
изводная каждой из них равна Д х ). Но таких функций можно написать 
сколько угодно. Следовательно, всякая функция имеет бесчисленное 
множество интегралов. 

Так, например, зіпх есть интеграл от созлг, потому что 

^зіпд: 

—:- —СОЗ X. 

Лх 

Но и каждая из функций 

в 5ІП X + 1, $іп х + |/2 , зіп х — тс, . . . 

и вообще всякая функция вида 

8іпл;-{- я, 


где а — постоянное, будет тоже интеграл от со$*. 

То, что всякая функция имеет бесчисленное множество интегралов, 
вполне очевидно геометрически. Действительно, мы знаем, что площадь 
и трапеции аАМР есть интеграл 
(черт. 76). Но, чтобы иметь право 
говорить о площади и , необхо¬ 
димо сначала выбрать начало от¬ 
счета площади, т. е. ординату аА. 

Если же мы вместо этой ординаты 
возьмем за начало отсчета другую 
какую-нибудь ординату о!А* и 
обозначим через и х площадь тра¬ 
пеции с!АМР, то и } будет тоже 
интеграл функции /(. к ). 

Так как всякую ординату можно 
взять за начало отсчета, то очевидно, что всех интегралов бесчисленное 
множество. ' 

Но хотя их и бесчисленное множество, однако связаны они между 
собой очень просто. Действительно, если <р(дг) и ф(лг) — дза каких-либо 
интеграла функции }{х), то 



а потому 
и 


?'(*) =*/<*). ф‘(*) =л*). 

?'(*)='!>'(*) 

Ф(*)=<р(*) + ві 


( 5 ) 


где а — постоянное. Следовательно, любая пара интегралов может отли¬ 
чаться друг от друга только на постоянную величину, н из равенства (5) 
следует, что если <р(х) —какой-либо* интеграл, то всякий другой инте¬ 
грал ф(х) может быть получен, прибавляя к первому некоторое постоянное. 

Сводя все изложенное, мы можем высказать такое основное поло¬ 
жение: 
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Всякая функция имеет бесчисленное множество интегралов, но 
любая пара их может отличаться друг от друга только на посто¬ 
янную величину. Поэтому все интегралы одной и той же функции 
могут быть получены, прибавляя к одному из них различные по¬ 
стоянные. 

Факт, что всякая функция имеет бесчисленное множество интегралов 
как первообразных, вносит некоторое осложнение в вопрос об их обо¬ 
значении. В начале главы было указано, что первообразная функции 
/(лг) обозначается так: 

^/{х)Ах, (6) 

Но теперь, когда мы знаем, что первообразных бесчисленное множество, 
возникает вопрос: какую же именно первообразную обозначает выра¬ 
жение (6)? Этот вопрос мы рассмотрим в следующей главе. 


§ 43. Интеграл — предел суммы как первообразная. 

Интеграл как предел суммы, если нижний предел его постоянен, 
а верхний равен аргументу функции, т. е. интеграл типа 

X 

\Дх)Ах, 

а 

есть функция своего верхнего предела. 

Пусть попрежнему и — площадь трапеции, ограниченной кривой 
у = /(дг) к ординатой точки М с абсциссой х. С одной стороны, мы 
знаем, что площадь и выражается интегралом как пределом суммы, а 
именно 


и = \/(х)<іх. (1) 

а 

С другой стороны, мы доказали, что 

Аи=/(х)Ах. (2) 

Отсюда следует, что интеграл (1) есть первообразная функция и /(, к ), По¬ 
лучаем теорему: 

Интеграл как предел суммы 

X 

и^=[Дх)Ах, 

а 

рассматриваемый; как функция своег-о верхнего предела х, есть 
первообразная подъинтегральной функции. 

Заменяя во (2) и его выражением из (1), заключаем: 

Диференциал от интеграла как функции верхнего предела равен 
подъиитегральному выражению: 

А §/(■*) йх —Дх) Ах. 
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Следовательно, если 


х 

$(х)=\/(х)ах. 

а 

то 

<!>'(*)=/(*)■ 

Таким образом, функция ф(*) есть одновременно и интеграл как 
предел суммы, и интеграл как первообразная. Мы видим, что понятия 
интеграла как предела суммы и интеграла как первообразной сли¬ 
ваются в одно понятие в том случае, когда интеграл как предел 
суммы рассматривается как функция своего верхнего предела при 
постоянном нижнем пределе. 


§ 44. Диференциалы площадей, длин и объемов. 

Пусть трапеция аАМх, площадь которой — и , вращается около оси 
X (черт. 77). Объем полученного тела вращения обозначим через ѵ, 
площадь поверхности вращения — через 5, 
дугу АМ — через С изменением х все 
эти величины тоже меняются. Каждая из 
них есть некоторая функция х. 

Через обозначим площадь кривого 
сектора АОМ, где М — точка с полярными 
координатами (л ю) (см. черт. 74). С изме¬ 
нением со меняется и ю. Ясно, что ѵ) — 
функция оо. 

Мы вывели диференциалы площади и 
объема из геометрических соображений 
(стр. 86) 87). Теперь те же диференциалы, Черт. 77. 

опираясь на предыдущую теорему, мы 

можем вывести иначе, зная выражения соответствующих величин через 
интегралы как пределы сумм. 

Мы имеем (стр. 79) 

X X 

и = \ тг уРАх, $ = ^|/і -}~У 2 йх> 

а а 



х 

2ъу^ 1 -|- у г Ах, 

а 



Пользуясь теоремой, что 


А ^ /(*) Ах — /( х ) Ах. 

а 

заключаем: 

Если площадь и трапеции, объем ѵ тела вращения, площадь 5 
поверхности вращения, дугу з кривой рассматривать как функции 
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абсциссы х точки данной кривой, а площадь кривого сектора 
как функцию полярного угла ш, то 

Оа а$ = ]/ г 1-\- у" 1 йх % 


с/то = — Г 2 с/(|>, 


йѵ = ъу 2 йх } 


а8=2пуѵ г і +у'*ах^2пуа$. 

Следовательно, каждая из этих величин есть первообразная от соот¬ 
ветствующей функции, стоящей в правой части множителем при йх . 
Вычисление их сводится к вычислению интегралов как первообразных, 


§ 45. Заключение. 


1. Вторая задача интегрального исчисления может быть формули¬ 
рована так: найти функцию, зная ее диференциал. 

2. Всякая функция имеет бесчисленное множество интегралов, 
каждая пара которых отличается друг от друга только на некоторое 
постоянное. 

3. Диференциал от интеграла как функции верхнего предела равен 
подъинтегральному выражению: 

ж 

с і ^ /( х ) йх —/(х) йх. 

а 

Поэтому если 

X 

и ~ \ /( х ) йх , 

л 

ГО 

йи — /(х) йх. 

4. Диференциалы площади трапеции, дуги, объема и поверхности 
вращения, рассматриваемых как функции абсциссы точки на кривой, 
определяются по формулам: 

йи—уйх, йѵ = ц у 2 йх, 

йЗ—Уі -\-у> 2 йх, йЗ=2пуйз. 


Диференциал площади кривого сектора в полярных координатах 
определяется по формуле: 

йтю — ^г 2 й{ о. 



ГЛАВА 


ВОСЬМАЯ 


ИНТЕГРАЛ ОПРЕДЕЛЕННЫЙ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ. 

Понятие интеграла как первообразной далеко не так просто, как оно 
кажется на первый взгляд. Мы будем принуждены различать два рода 
интегралов: определенные интегралы и неопределенные. 

і 

§ 46. Функции вполне и не вполне определенные. 

Прилагательные „определенный" и „неопределенный" употребляются 
в самых разнообразных смыслах. Здесь мы рассмотрим тот, который 
приписывается им в теории интегралов как первообразных. 

Назовем неопределенным постоянным всякий символ, который 
должен обозначать постоянную величину, но значение для кото¬ 
рого еще не выбрано, еще не определено. 

В связи с этим мы будем различать функции вполне определенные 
и функции не вполне определенные. 

Строго говоря, всякая функция, чтобы иметь право называться функ¬ 
цией, должна быть вполне определенной, т. е. для каждого из значений, 
возможных для ее аргумента, она должна иметь определенное значение. 
Но часто функцией называют то, что по существу не должно было бы 
так называться. Например, зіп^х есть функция, а также каждое из вы¬ 
ражений 


5ІП X -)- 1, 

5ІПХЦ-2, 5іпд;4-3 

(1) 

есть функция, но выражение 

5ІП X “I - С, 

(2) 


где С — неопределенное постоянное, т. е. символ, значение для которого 
еще не выбрано, по существу не есть функция. Оно становится ею только 
тогда, когда для С будет выбрано какое-нибудь значение. Однако, часто 
выражение (2) тоже называют функцией. И вот, чтобы различать, о вы¬ 
ражениях какого вида идет речь, мы скажем о выражениях вида (1), что 
каждое из них есть вполне определенная функция; о выражении же (2) 
будем говорить, что оно не есть еще вполне определенная функция, что 
оно — функция, не вполне определенная. 

Для целей практического пользования этими терминами можно дать 
такое простое правило: 

Функция называется вполне определенной, если она дается вы¬ 
ражением, в котором нет неопределенных постоянных; если же 
в выражение, которым дается функция, входят неопределенные 
постоянные, то функция называется не вполне определенной. 

Так к$к в выражение (2) входит неопределенное постоянное, то оно 
есть не вполне определенная функция. 


95 




§ 47. Интеграл определенный и неопределенный. 

То, что раньше мы называли просто „первообразнойили „интегра¬ 
лом", теперь будем называть „определенной первообразной", или „оп¬ 
ределенным интегралом", а именно: 

Определенным интегралом, или определенной первообразной, 
будем называть всякую вполне определенную функцию, производ¬ 
ная которой равна данной функции. 

Следовательно, так как ' 

С І 5ІП X 


и так как $іплг — вполне определенная функция, то 5іпл: есть определен¬ 
ный интеграл от создс. Точно так же им будет и всякая из функций 

зіп а: —1, 5іплг4’2» 5іпл;-|-3,. .. 

и вообще всякая функция 

5ІШС + Я, 

где а — определенное постоянное. Но выражение 

2 = $ІПЛГ+С, (1) 

где С —символ еще неопределенного постоянного, уже не будет вполне 
определенной функцией. Поэтому, хотя 

Аг 

— = соз X, 
йх 

т. е. хотя выражение (1) и есть интеграл от созлг, но его нельзя наз¬ 
вать определенным интегралом. Его называют неопределенным интегралом. 

Рассмотрим общий случай. Пусть требуется найти функцию, относи¬ 
тельно которой известно только то, что она удовлетворяет уравнению 

йи—${х)йх % (2) 

и больше относительно нее пусть ровно ничего не известно. 

Посмотрим, что в таком случае можно утверждать относительно 
этой функции и. 

Предположим, что Ф(х) — одна из вполне определенных первообраз¬ 
ных функций /(*). Следовательно, 

Ф(х)=/(Х), 

а потому 

с іи <1Ф(х) 

йх^ йх * 

и мы заключаем, что 

а = ОД + С, (3) 

где С —какое-то постоянное. Но чему именно равно это С, мы ничего 
сказать не можем, пока относительно и мы знаем только то, что оно 
удовлетворяет уравнению (2). Не можем же ничего сказать именно по¬ 
тому, что из (3) всегда следует (2), какое бы ни было постоянное С. 
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Таким образом выражение (3) есть интеграл. Но будучи им, оно не 
есть вполне определенная функция. Оно станет таковой только тогда, 
когда мы выберем для С какое-нибудь вполне определенное значение. 
Поэтому пока значение для С не выбрано, пока С остается неопреде¬ 
ленным, то выражение (3) естественно называть неопределенным интегралом. 

Это выражение (3) состоит из суммы двух слагаемых. Одно из них 
неопределенное постоянное, другое — функция Ф(х), производная кото¬ 
рой равна данной функции /(х). Эта функция Ф(х) называется функцио¬ 
нальной частью неопределенного интеграла. 

Все изложенное дает следующее 

Основное определение. Неопределенным интегралом данной 
функции /( х) называется всякое выражение вида 

Ф(х) + С, 

которое получится, если к какой-нибудь первообразной Ф(х) данной 
функции /(х) прибавить неопределенное постоянное. Эта перво¬ 
образная Ф(х) называется функциональной частью неопределенного 
интеграла. 

Обозначается неопределенный интеграл так: 

^/(х) йх.] 

Следовательно, если 

Ф'(х)=Дх), (4) 

то по определению 

$Дх)гі* = Ф(х) + С. (5) 

Опираясь на (4) и (5), можно дать такое 

Практическое правило. Чтобы вычислить неопределенный ин¬ 
теграл, надо найти какую-нибудь функцию, производная которой 
равнялась бы подъингегральной „ функции, и прибавить к ней не¬ 
определенное постоянное. 

Пусть, например, требуется вычислить неопределенный интеграл 

\ соз х ііх. 

Вспоминая, что ($іп х)' =хоз х, пишем 

^ соз х йх = зіп х + С. 

Точно так же, вспоминая, что 

й?1п|х!_ 1 діісі^х 1 

йх ~~х ’ 1 -Ьх 2 ’ 

имеем 

^ — = 1п ! х | -{- С, 

Г йх 

^ Г+х2 =агс *е* + с - 

7 Курс математического анализа, ч. Ш. 
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Пол обозначением 


^/(лг)^.ѵ (б) 

всегда разумеется неопределенный интеграл. 

Если интеграл вычислен, то всегда нетрудно проверить, верно ли он 
вычислен. Пусть, например, дано равенство 

^(*)Жс=*ф(*)-ЬС 

и требуется проверить, верно ли оно. Для этого вычисляем производи 
ную от ф(л;). Если окажется, что ф'О) = у(х), то равенство верно. 
Проверим, например, справедливо ли утверждение, что 

(т7^== = Ч*+/і+^|+С. (7) 


Вычисляем производную от правой части. Имеем 


<1 іп | х + ]/ а -{- х? 
іх 


1 і/а-^х 2 __ 1 

X -|- Ѵ'й^Г х * У а “Ь X 2 


В правой части получили подъинтегральную функцию, следовательно 
равенство (7) верно. 

Интеграл (7) чрезвычайно важен. С ним постоянно приходится встре¬ 
чаться при самых разнообразных исследованиях как теоретического, так и 
практического характера. Его необходимо запомнить. 

Хотя надо резко отличать неопределенный интеграл от определен¬ 
ного, но когда ясно, о каком именно интеграле идет речь, то обыкно¬ 
венно прилагательные опускают и вместо длинных выражений: „опреде¬ 
ленный интеграл", „неопределенный интеграл" говорят коротко: „инте¬ 
грал", Так в дальнейшем часто будем поступать и мы. 


§ 4& Различные выражения неопределенного интеграла* 

Мы сказали: неопределенный интеграл получается, если прибавить 
к какому-нибудь определенному цнтегралу неопределенное постоянное. 

Но функция имеет бесчисленное множество определенных интегралов, 
или первообразных. Поэтому ясно, что, беря различные первообразные 
и прибавляя к ним неопределенные постоянные, мы будем получать 
различные выражения для неопределенного интеграла. Так, например, 
пусть два лица вычисляют интеграл: 

{ _4х_ 

Прежде всего они должны найти функцию, производная которой 
была бы равна подъинтегральной функции. И вот один из них вспом¬ 
нил, что 

й агсзіпд: 1 

Ах дг 2 ' 
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а друго/І сообразил, что 


А{ — агс со8 х) _ 1 


Ах 


У 1 - лг* 


Поэтому первый написал: 


а второй: 


1 

1/1— 


]Л -* а 

Ах 


= агс $іп х ф С, 
е= - - агс соз х С, 


и получились два различных выражения для неопределенного интеграла. 
Легко, однако, видеть, что эти выражения очень просто связаны между 
собой и легко преобразуются одно в другое. Действительно, рассмотрим 
общий случай. 

Пусть мы каким бы то ни было путем для данной функции /'(х) 
нашли две первообразных у(х) и ф(дг). Следовательно, 

<?'(*) =/(*), ’!>'(•*) =/(•*), 

а потому мы имеем право написать, что 

5 /(*)** = ,<*)+с 0) 

и что 

§/( х ) Лх = ф(х) 4" С . (2) 

где ф(х) и ф(лг) - функциональные части. Но так как ю'(дг) — і’(л-), 
то 

Ф(*) = ?(•*) + а, 

где а — некоторое вполне определенное постоянное, потому что <в(.ѵ) 
и ф(;с) — две вполне определенные функции. Следовательно: 

Если имеем два различных выражения для неопределенного ин¬ 
теграла одной и той же функции, то функциональные части их 
могут отличаться друг от друга только на некоторую вполне оп¬ 
ределенную постоянную величину. 

Благодаря же этому нетрудно преобразовать их друг в друга. Имеем 

[#х) Ах =» ф(дс) + С= у(х) + а -{- С. (3) , 

Полагаем 

С' = а + С. 

Так как С произвольно, то С тоже есть произвольное постоянное; 
но теперь из (3) имеем: 


[/(х)Ах<*сч(х)-\-С, 


7* 
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и мы (2) преобразовали в (1). Так, например, мы только что получили 
два различных выражения для интеграла одной и той же функции: вы¬ 
ражение 

= агс 5іп х С 



и выражение 


1 


йх 


/1 — 


=— агс созл:-|- 


С. 


Следовательно, разность между функциональными частями должна 
быть равна постоянной величине. И действительно, мы знаем, что 

і 11 

агс $ш х -{- агс соз х = у, 


а потому 

— ^ Х - = — агс соз х -I- С— агс зіп х — 4- <?= агс 8ІП х-\-С. 

У 1-х' 2 

Подобным же образом мы имеем 

С йх 

Зг+тг=* гс1 «^+ с 

и в то же время 

агс с 1%х-\- С. 

Это находится в связи с тем, что 

агс— агсу. 

Рекомендуется решить хоть одну из задач: № 1, 2, 3. 


йх 

1 -і-х* = 


§ 49. Геометрическое значение неопределенного интеграла. 

Пусть и — площадь трапеции, ограниченной сверху кривой у = /(х), 
а слев<^— ординатой аА, принятой за начало отсчета площадей (черт. 78). 

Мы знаем, что 

аи=/(х)йх. (1) 

Поэтому на первый взгляд может 
казаться, что задача о вычислении пло¬ 
щади равносильна задаче о решении 
уравнения (1). Однако, стоит только 
фактически приступить к решению этих 
двух задач, чтобы немедленно же убе¬ 
диться, что задача о квадратуре пло¬ 
щади и задача о вычислении интеграла 
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эт<} не две тождественные задачи. Действительно, из (1) следует, 
что 

и = ^ /(х) Ах, 

и если ф\х)=/(х), то 

и=Ф(х)+С , (2) 

где С остается неопределенным постоянным. 

Уравнение (1) решено и решено окончательно. Но задача о вычи¬ 
слении площади далеко еще не решена, потому что площадь трапеции 
есть вполне определенная величина, а выражение (2) содержит неопре¬ 
деленное постоянное. Чтобы вычислить площадь, мы должны еще узнать, 
каким надо выбрать С. * 

Но если мы будем пользоваться только одним . уравнением (1), то 
мы не будем в состоянии определить С, потому что и из (2) удовле¬ 
творяет уравнению (1), какое бы ни было С. 

Ясно поэтому, что площадь и не только удовлетворяет уравнению (1), 
но и еще какому-то добавочному условию. 

Это добавочное условие выявляется из того свойства функции и, 
что и = 0 при х — а . Поэтому в (2) полагаем х = а. Имеем 
О =Ф(а) + С откуда 

С=-Ф(а), (3) 

и С определено. Теперь окончательно 

и = Ф(х)-Ф(а), (4) 

и площадь вычислена. 

Но вместо того, чтобы площадь трапеции ограничить слева ордина¬ 
той аА, мы могли бы ограничить ее другой ординатой а! А с абсцис¬ 
сой а*. Тогда под и мы должны разуметь уже площадь а!АМР. Для 
этого и мы попрежнему будем иметь (1) и (2). Но вместо (4) уже бу¬ 
дем иметь 

и = Ф(х) — Ф(а ! ). 

Ясно теперь, что для того чтрбы из равенства (3) иметь возможность 
определить С, мы должны знать, какая ордината принята за начало 
отсчета. Если же начало отсчета площадей еще не определено, еще не 
выбрано, то и С остается неопределенным. Поэтому на выражение 

и = Ф(х) С 

мы можем смотреть как на выражение площади, начало отсчета которой 
еще не определено. Следовательно, 

геометрически неопределенный интеграл можно рассматривать 
как площадь трапеции, для когорэб начало отсчета не определено. 

В то же время 

и = {/(х)Ах, (5) 

а 

где в правой части стоит интеграл как предел суммы. Ясно, что если а 
вполне определено, то и и определено; если же а не определено, то 
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и интеграл (5) есть неопределенный интеграл. Но если нижний предел 
интеграла еще не определен, то его нет нужды и писать. Тогда полу- 
чается выражение 

* 

\/(х) ах, 

на которое можно смотреть как на обозначение неопределенного инте¬ 
грала. Опуская и верхний предел, получаем общепринятое обозначение 
неопределенного интеграла. 

§ 50. Интегральные кривые. 

Если Ф(х) — одна из первообразных данной функции /(*), то 

$/(*)<** Ф(*) + С. (1) 

Давая символу С различные значения, мы будем получать различные 
определенные интегралы. Так, например, каждая из функций 

Ф(х ), Ф(х)-{-1 9 Ф(лг)4-2,.., (2) 

есть определенный интеграл. Но всякая функция геометрически может 
быть изображена некоторой кривой. Определенный интеграл есть функ¬ 
ция, а потому он тоже может быть изображен соответствующей кривой. 

Всякая кривая, изображающая какой-нибудь определенный ин¬ 
теграл данной функции, называется интегральной кривой. 

Следовательно, каждая из кривых 

у = Ф(х\ у = Ф(х) + 1, у^ф(х) + 2 , ... (3) 

и вообще кривая 

У—Ф(х ) + п, (4) 

где а - ■ определенное постоянное, есть интегральная кривая. 

Так как определенных интегралов бесчисленное множество, то 

интегральных кривых бесчисленное множество; говорят, что они 
в своей совокупности образуют семейство интегральных кривых. 

Все эти интегральные кривые мы получим, если в равенстве 

.ѵ = Фіх) -Ь С (5) 

будем символу С давать различные постоянные значения. Пока значение 
Лія С не выбрано, уравнение (5) не дает нам никакой кривой. Но так 
как, давая С всевозможные значения, мы будем получать всевозможные 
интегральные кривые, то уравнение (5) как бы заключает в себе все 
интегральные кривые. Поэтому говорят, что оно есть уравнение семей¬ 
ства интегральных кривых. 

Переписав (5) в такой форме: 


МЫ В'ІДИМ , Ч1Л' 
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неопределенный интеграл геометрически изображается семей¬ 
ством интегральныя кривых. 

Исследуем подробней свойства интегральных кривых. Давая в (5) 
неопределенному С аначение 0, получим интегральную кривую 

Ѵ = Ф(*), (7) 

которая пусть будет кривая АВ на чертеже 79. 

Давая С какое-нибудь определенное постоянное значение а, получим 
новую интегральную кривую 

.у=ФОО + а, (8) 

которая пусть будет кривая ОН. 

Так как приходится одновременно 
рассматривать две кривые, то для 
ясности обозначим ординату кривой 
АВ попрежнему через у , а орди¬ 
нату кривой ОН — через У. Имеем 

у = Ф(х), У — Ф(х) 4- а, 
а потому 

Ѵ=У + а. 

Следовательно, чтобы получить кривую ОН, достаточно передви¬ 
нуть кривую АВ как одно целое так, чтобы каждая точка ее описала 
путь одной и той же длины а н параллельный оси У. Такое переме¬ 
щение кривой называется поступательным вдоль оси У или параллель¬ 
ным ей. Мы видим: 

Всевозможные интегральные кривые можно получить из одной 
интегральной кривой, перемещая ее поступательно параллельно 
оси V. 

Вернемся опять к уравнению: 

у=*ф(х)-{-С. (9) 

Пока С не определено, это — уравнение семейства интегральных кри¬ 
вых. Чтобы получить одну какую-нибудь интегральную кривую, надо 
выбрать для С некоторое значение. Очень часто выбор этого значения 
определяют, требуя, чтобы интегральная кривая проходила через задан¬ 
ную точку. Пусть, например, требуется из семейства (9) выделить 
кривую так, чтобы она проходила через точк) (х 1} у } ). Тогда в (9) 
для С * надо выбрать такое значение, чтобы имело место равенство 

Л —«*,) + с, 

ОГК) " и С=У, - <Цх,\ 

Пусть, например, из семейства кривых 

у.= [Ъх 2 (іх (ДО) 

требуется найти кривую, проходящую через точку (2, 1). Из (10) имеем 

у = Х*-\-С. (іП 

юз 



Черт. 79. 



Полагая С= О, найдем кубическую параболу у = х? (черт. 80). 
Сдвигая ее параллельно оси К, получим все кривые из семейства. 

Полагая в(11)^ = 2, у = 1, найдем С= — 7, а потом у у=х* — 7 — 
— уравнение той кривой из семейства, которая проходит через точку 
( 2 , 1 )* 



§51. О терминах „определенный инте¬ 
грал" и „неопределенный интеграл". 

Подводя итоги, остановимся на понятии 
определенного и неопределенного интеграла. 
Мы имеем два типа интеграла. С одной сто¬ 
роны, интегралом называется предел интеграль¬ 
ной суммы. Этот интеграл обозначается так; 

ь 

\/(х)а.к. 


С другой стороны, интегралом называется всякая первообразная, т. е, 
всякая вполне определенная функция, производная которой равна дан¬ 
ной функции. Это — интеграл как первообразная. 

Всех первообразных бесчисленное множество. Но каждая пара их 
отличается друг от друга только на некоторое постоянное. По¬ 
этому, если мы каждую первообразную изобразим кривой, то получим 
бесчисленное множество интегральных кривых, так называемое семей¬ 
ство интегральных кривых. 

Пусть Ф(х) — одна из первообразных. Тогда все остальные перво¬ 
образные мы цолучим, если в выражении 

Ф{х) 4- с, ( 1 ) 

где С — символ неопределенного постоянного, мы будем этому символу С 
давать различные постоянные значения. Само выражение (1) есть тоже 
интеграл, но оно не есть вполне определенная функция. Оно становится 
ею только тогда, когда символу С будет дано некоторое значение. Та¬ 
ким образом оказывается, что интегралами как первообразными могут 
быть не только вполне определенные функции, но ц выражения, содер¬ 
жащие неопределенные постоянные. Чтобы различать два рода этих ин¬ 
тегралов, мы всякую вполне определенную функцию, производная ко¬ 
торой равна данной функции, условимся называть определенным 
интегралом, и всякое выражение типа (1) — неопределенным интегралом, 
который обозначается так: 

Что касается определенных интегралов, то для них само собой по¬ 
лучается обозначение, если мы рассмотрим следующий интеграл: 

и = \/(х)(іх. (2) 

а /~ 
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т. е. интеграл как предел суммы, с постоянным нижним пределом и пе¬ 
ременным верхним. Оказывается, что имеет место весьма замечательный 
факт: и есть первообразная функции /(. х)\ 

(ІІІ 

(3) 

причем такая первообразная, которая обращается в нуль при х = а. 
Поэтому 

всякая первообразная, обращающаяся в нуль при х = а, естествен¬ 
но обозначается так: 

\ /(*) йх. (4) 

а 

В связи с этим отметим следующее очень важное практическое пра¬ 
вило: 

Если о функции и нам известно только то, что 

йи =/(х) 4х, (5) 

тогда мы должны и имеем право написать, что 

и = ^{х) ах, 

так как одним уравнением \5) функция и не вполне определяется. Но 

если о функции известно не только, что 

йи =/(х) йх л 

но, кроме того, что «аО при х = а , тогда 

X 

и=\/(*) йх. 

а 

Итак, когда речь идет об интегралах как первообразных, то прила¬ 
гательные „определенный", ^неопределенный" имеют точный смысл. Но, 
к сожалению, выражение „определенный интеграл" часто употребляется 
в совершенно ином смысле. Исторически сложилось так, что 

интеграл как предел суммы, каковы бы ни были его пределы, 
тоже называется определенным интегралом. 

Таким образом, выражение „определенный интеграл" постоянно упо¬ 
требляется в двух смыслах: его употребляют и для обозначения инте¬ 
грала как предела суммы и для обозначения интеграла как вполне опре¬ 
деленной первообразной. Эти два понятия надо отчетливо^ различать. 
Между прочим заметим, что 

когда говорят о теории определенных интегралов, то всегда 
разумеют интегралы как пределы сумм; напротив, — когда говорят 
о теории неопределенных интегралов, то всегда мыслят под этим 
теорию интегралов как первообразных. 

Можно дать такое практическое правило: 
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Вошло в обычай то, что обозначено так: 

\Дх) йх, 

называть неопределенным интегралом; то же, что обозначено так: 

ь 

\/(*) йх, 

а 

каковы бы ни были а и Ь, постоянные или переменные, назы¬ 
вают определенным интегралом. 

Например, 

\ соз х йх = 5ІП х -[- С 
есть неопределенный интеграл, а 

X 

^С0$ А' СІХ = 5ІП X —• 5І па 
а 

есть определенный интеграл, хотя в сущности, если а не определенно, 
то и этот интеграл есть неопределенный. 

В этой главе был изложен целый ряд тонких понятий. Читателю 
рекомендуется внимательно прочитать и твердо усвоить изложенное 
в заключении. 


§ 52, Заключение. 

1. Первообразной, или определенным интегралом, данной функции 
называется всякая вполне определенная функция, производная кото¬ 
рой равна данной функции. 

2. Непрерывная функция имеет бесчисленное множество определен¬ 
ных интегралов, или первообразных, отличающихся друг от друга 
только на постоянные величины. Поэтому все они могут бы 
чены, прибавляя к одной из них различные постоянные. 

3. Интеграл как функция своего верхнего предела есті 
образна*г подъинтегральной функции. Поэтому если 

X 

и = ^/(х)йх. 



то 

йи 

4. Неопределенным интегралом данной функции /(х), который 
обозначается так: 

\Дх) йх, 

называется выражение, которое получается, если к какому-ни¬ 
будь определенному интегралу функции прибавить неопределен¬ 
ное постоянное; поэтому, если Ф'(х) жДх), то 


\Дх)йх = 44*) +С, 


0(і 



где функция Ф(х) называется функциональной частью неопре- 
деленного интеграла. 

5. Если для неопределенного интеграла имеются два различных 
выражения, то функциональные части их могут отличаться друг от 
друга только на вполне определенную постоянную величину. Поэто¬ 
му если 

{/(*) Лх = <р(*) + С и ^ /(*) йх = ф(*) + С, 

то ф(х) — ф(х) = а, где а — вполне определенное постоянное. 

6. Всякое диференциальное выражение ф(*)4<р(*) есть диферен- 
циал некоторой функции. 

7. Если о функции и известно только то, что 

йи = Дх) іх> 
то 

и = \^Дх) йх. 

Если же, кроме того, известно, что и— 0 при л: = а, то 

X 

и=^/(х)йх. 


ГЛАВА 


ДЕВЯТАЯ 


ЗАДАЧА ТЕОРИИ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ. 
ТАБЛИЦА ОСНОВНЫХ ИНТЕГРАЛОВ. 

Установив понятие об интеграле, перейдем к подробному выяснению 
задачи теории неопределенных интегралов. Она становится ясной, если 
мы вычислим интеграл от одной из простейших функций — от степенной. 


§ 53. Интеграл от функции х т йх. 


Чтобы вычислить этот интеграл, будем рассуждать так. 

Мы знаем, что при диференцировании степенной функции показатель 
понижается на единицу: 


Ох” 

йх 


=тх к ~ г . 


Так как интегрирование есть действие, обратное диференцированию 
то естественно предположить, что при интегрировании степенной функции 
показатель на единицу повышается. Поэтому предположим, что 

\х т (іл :=х т+1 + С, (1) 

и проверим, верно ли это предположение. Для этого ищем производную 
правой части. Имеем 

1 ) х т ( 2 ) 

йх 


Мы не получили подъинтегральной функции, потому что в правой 
части имеем лишний множитель т -|-1. Но деля на него равенство (2), 
получаем 


а_ 

йх 



= х" 


и теперь в правой части имеем как раз подъинтегральную функцию, 
а потому 

\^=ІГ+\+ С ' О) 

* 

и интеграл от степенной функции вычислен. 

Но заметим, что наши рассуждения справедливы не при всяком 
т . Нуль не может стоять в знаменателе, а потому равенство (3) имеет 
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смысл только при условии, что —1. Спрашивается, чему же 

равен интеграл от степенной функции при т= — 1, т. е. интеграл 


Вспоминая, что 


заключаем, что 



йИп|*|_ 1 
йх х ' 


^= 1н И + с - 


Следовательно, интеграл от степенной функции выра¬ 
жается с помощью формул: 


г 

) Х ’ ІІХ ^ТІГ+ Т+ с ' т *- у 

^=і»И+с 


(4) 

(5) 


Заметим, что в правой части (5) необходимо писать |дг|, а не просто 
х, потому что х может быть и отрицательным. 

По той же формуле (4) можно вычислять интегралы и от корня 
независимого переменного. Для этого достаточно, как и при вычислении • 
производных, заменять корни дробными показателями. Например, 


^хѴхііх^х***^^- **+С=у**/* + С, 

^ ^ ^ *" 7 йх = 2х 1 -(- С = 2 /х + С. 


Задачи. Вычислить интегралы: 


і) 




3) 


г ах 
)Гх’ 


4) 


і 


ах 

хУ X 


Ответы: 

1)- А + Сі 2) 3) \і# + С, 4) -р»+С. 


§ 54. Интегрируемые функции. 

Как известно, элементарными функциями называются следующие 
функции: 1 

1) степенные, показательные и логарифмические: 

х т , а х , е*, ІпЫ; 
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2) тригонометрические: 


3) круговые 


зіплг, сое х, с^л:; 
агс 5іп х, агс сов х, агс х > агс .ѵ, 


— всего двенадцать элементарных функций. 

С помощью этих функций и различных комбинаций из них матема¬ 
тика стремится выразить законы зависимостей между теми переменными 
величинами, с которыми она встречается при своих исследованиях. 

Заметив это, рассмотрим внимательно равенство: 

^ 1с “ 1п И + с. 

Мы видим: для того чтобы выразить интеграл от такой чрезвы¬ 
чайно простой функции, как функция —, необходимо иметь поня- 

тие не только о логарифмической функции, но и о числе е. Поэтому, 
если бы мы уже раньше не имели понятия об этой функции, то мы не 

„ 1 
могли бы вычислить интеграла от —. 

Правда, в настоящее время логарифмы изучаются уже в элементарной 
алгебре, но изучаются они в ней исключительно только ввиду их боль¬ 
шого значения для вычислительной техники. Мо без всякого логического 
ущерба можно было бы, не изучая их, приступить к изучению Анализа. 
Вполне возможен, например, такой план: изучив основные действия над 
числами: сложение, вычитание, умножение и деление, не изучая даже 
действия извлечения корня, мы затем прямо могли бы ввести понятие 
о переменной величине и функции, установить понятие о пределе и затем 
ввести понятия производной и интеграла. И вот при таком ходе' изложе¬ 
ния мы не могли бы вычислить интеграла 

1 " 


Если мы теперь вспомним, что 

Г . ■ = агс 5іп х -4- С, 

. 1 / 1 -** 

|гт7» =агсІІ!л: + с ' 

то опять оказывается, что для того чтобы иметь возможность вычислить 
интегралы от таких простых алгебраических функций, как функции 

1 1 

г ----- И -- , і 

V і — л® 

необходимо сначала ввести понятие о таких сравнительно сложных 
трансцендентных функциях, как функции 

агсзіпА и агс^дг. 



И пот естественно возникает вопрос: если дли выражения таких 
простых интегралов, как интегралы 

Г сіх Г <іх Г сіх 

3 * 1 3 і/і - -к® ’ 3 ’ 

необходимы сравнительно сложные логарифмические и круговые функции, 
то не потребуется ли для выражения интегралов от других, даже не 
особо сложных функций, иные незнакомые нам функции. Иначе говоря, 
возникает вопрос: интеграл от всякой ли функции может 
быть выражен через комбинации элементарных функ- 
ци й? 

При современном состоянии науки на это может быть дан вполне 
определенный ответ. 

Интеграл не от всякой функции, даже сравнительно простой 
структуры, может быть выражен через элементарные функции 
и их комбинации в конечном числе. 

Так, например, через элементарные функции и их комбинации в ко¬ 
нечном числе не могут быть выражены такие интегралы: 

| е*Чх } ^ віп (л: 2 ) йх, соз (х*) йх< 

Г йх Г 5ІП X , Г С05 X , 

)—**■ 

Поэтому все функции делятся на два обширных класса: на интегри¬ 
руемые и неинтегрируемые. 

Интегрируемыми функциями называются все функции, интегралы 
которых могут быть выражены через элементарные функции и их 
комбинации в конечном числе. 

Остальные функции называются неинтегрируемыми. 

Заметим, что понятие об интегрируемых функциях, как оно здесь 
определено, употребляется только в теории неопределенных интегралов. 
В других отделах математики это понятие употребляется в ином смысле. 

Обратим так же внимание на то, что выражение „неинтегрируемая функ¬ 
ция" надо понимать не в том смысле, что она не имеет интеграла, а лишь 
в том, что этот интеграл не может быть представлен через комбинацию 
элементарных функций в конечном числе. Это не исключает возможности, 
что интеграл неинтегрируемой функции может быть выражен или через 
комбинации тех же элементарных функций, но в бесконечном их числе, 
например через ряды, или через новые функции, которые могут быть 

введены как раз для этой цели. 

> 

§ 55. Задача теории неопределенных интегралов. 

Если мы теперь примем во внимание, что интеграл не от всякой 
функции может быть выражен через комбинации в конечном числе эле¬ 
ментарных функций, то становится понятной следующая особенность 
интегрального исчисления сравнительно с диференциальным: в дифереи- 
.циальном исчислении мы имеем ряд теорем и правил, которые дают 
возможность вычислить производную от всякой данной функции. В инте¬ 
гральном исчислении нет таких теорем и правил, применяя которые мы 
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могли бы вычислить интеграл от любой функции. И их нет не потому, 
что интегральное исчисление менее развито, менее совершенно, чем 
диференциальное. Их нет, потому что их и не может быть. Нельзя дать 
правила для вычисления того, что не может быть вычислено. Поэтому 
задача интегрального исчисления — вычислить интеграл данной функ¬ 
ции — заменяется другой: исследовать, интегралы каких функций могут * 
быть вычислены, и только для этих интегрируемых функций дать пра¬ 
вило вычисления их интегралов. 

Тот отдел интегрального исчисления, который занимается решением 
этой задачи, носит название „ теории неопределенных интегралов*. 
Она входит как составная часть в интегральное исчисление. 

Но исследовать все интегрируемые функции нет никакой возможности, 
потому что их бесчисленное множество. Поэтому теория неопределенных 
интегралов естественно ограничивается тем, что или ищет более или 
менее обширные классы интегрируемых функций, или рассматривает наи¬ 
более типичные интегралы, т. е. такие интегралы, которые замечательны 
или по своим теоретическим свойствам или тем, что они часто встреча¬ 
ются в различных приложениях Анализа к геометрии, механике и физике. 


§ 56. Основные интегралы. 

Если мы ставим себе задачу: исследовать, интегралы каких функций 
могут быть выражены через элементарные функции и их комбинации 
в конечном числе, то естественно начать наши исследования с того, 
чтобы рассмотреть те интегралы, которые выражаются только через 
одну элементарную функцию. 

Интегралы, выражающиеся только через одну элементарную 
функцию, называются основными интегралами. 

Таких основных интегралов немного, и их нетрудно найти. Действи¬ 
тельно, пусть интеграл 

{/(*)</*=*(*)+с 


основной, т. е. выражается через одну элементарную функцию. Следо¬ 
вательно, Ф(х) — элементарная функция, и так как /(х) — Ф\х), то мы 
видим, что всякий основной интеграл есть интеграл от производной эле¬ 
ментарной функции. Поэтому, чтобы получить все основные интегралы, 
мы должны рассмотреть производные от всех элементарных функций. 
Сделаем это. 

Производные от степенной и логарифмической функций: 


йх т 

Лх 


= тх ”- 1 , 


Л\п)х\ 1 

йх х 


дают нам следующие уже вычисленные нами два основных интеграла: 

х т+г , л 




х т йх~ 


т + \ 


т — 1, 


I 


^ = 1п!лг| + С. 


I ІО 



Показательные функции, для которых 


Аа л 


— а х 1п а % 



дают основные интегралы 

]* °^ Лх ~ ІіГа С ' 

^ е*йх — е* -{-С. 

Так как 

А С05 X АІ2Х 1 

Ах Ах со5 2 х 

Аъіпх ■ А сіе а: 1 

Ах Ах $ш а х 


— с%х-{-С. 


I 


то имеем основные интегралы: 



Наконец, так как 

Азгсзіпх 1 А агс соз л: 

Ах у і __ х 2 1 йх 


то имеем два выражения для одного и того же интеграла: 

Ах 


или 


/і -ЛГ ! 
еіх 

У 1 — х‘ 


■ = агс зіп х -(- С, 


= — агс соз л 4~ 


В дальнейшем обычно мы будем пользоваться первым выражением. 
Последний основной интеграл мы получим из соотношений: 


^агсі^л: 


1 Азтсс1*х 


1 


Ах 


откуда 


ѵіли 


1 - 4 -* 2 ’ 
Ах 

ттіс 


ах ~~ \-\-х*' 

- =агсід*4-С, 


I 

$Гр?=-“"* х + С ' 


113 


3 


Курс математического анализа, ч. III. 



С этими основными интегралами необходимо хорошо освоиться, по¬ 
тому что, как увидим, к ним приводится вычисление многих других 
интегралов. 

К числу основных интегралов причисляется также и интеграл 
йх 


\ 


|/а + х 2 




справедливость которого нами была проверена (стр. 98). Он не выражается 
через одну элементарную функцию, а через комбинацию их. Поэтому 
по существу он не есть основной. Но он так часто встречается в при¬ 
ложениях, что его относят к основным. Читатель должен его запомнить. 
Наконец, отметим два интеграла: 


\йх^х-\ -С, ^0-Ле=С, 


справедливость которых очевидна. 

До сих пор мы предполагали, что основной интеграл выражается 
через элементарную функцию независимого переменного. Мы брали про¬ 
изводную от элементарной функции и от нее переходили к основному 
интегралу. Например, из того, что 


й С05ЛГ 


йх 


= —5Ш х. 


мы заключали: 


\ 5іп х йх = —со$ х-\-С. 


Но очень выгодно построить таблицу основных интегралов , рассмат¬ 
ривая элементарные функции не от независимого переменного, а тоже от 
функции, и беря от них не производные, а диференциалы. Мы знаем, 
что диференциал обладает тем замечательным свойством, что равенство 

■<*/(“)=/(«)<*“ (!) 

справедливо не только при и независимом, но и тогда, когда и, в свою 
очередь, функция независимого переменного. Но из (1) следует, что 


\/'(в) Аг =/(«)-]-С. 


( 2 ) 


И вот, считая и функцией х и заменяя /(я) во (2) последовательно 
через элементарные функции и т % е и , 1л Ій], мы получим интегралы: 


I 


и т йи- 


и 


ю + 1 


т -\-1 


С, 


^еЧи — іУ + С, |*^ = 1п| ( и | + С. 


Заменяя же во (2) /(я) через тригонометрические и круговые функции, 
получим остальные основные интегралы в несколько обобщенной форме, 
более удобной для приложений, Таблица их приведена ниже в заклю¬ 
чении. 

§ 57. Заключение. 

1. Интегрируемой функцией называется всякая функция, интеграл 
которой может быть выражен через комбинации в конечном числе 
элементарных функций. 
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2. Основными интегралами называются все те интегралы, которые 
выражаются через одну элементарную функцию. 

3. Таблица основных интегралов, где х ~независимое переменное 
и и — его функция, может быть представлена в двух следующих 
формах: 

Г х’" +1 

1) \х т ах = —гт+ с ' 

3 т + 1 

Г І/ЯИ-І 

^) итаи -т^ С ' 

тф~ 1; 

т ~Ь — ] ; 

2) ^§=1„М + С; 

2 ) = 1 п 1 и 14" Ф 

3) = С; 

3') ^“4« = е и -]-С; 

4 >^*=і^+ С; 


5) \ %\пх<іх=— со8лг-|- С; 

5') ^ зіп и йи = — со® и С; 

6) ^ сов х <1х = 4“ зіп * -}- С; 

6') ^ со® ийи — зіп и-\-С; 

7) ІЦдсЛ-Н-^+С; 

7)^ Ч «Л = + со5!в + С; 

8)^сЦдсЛг= 5 ^ + С; 

8 ’>| а8 “ Л ‘“ 5І „«« + Сі 

9 ) ] , 1+ Л 2— аГС ^- ДГ + С — 

9 ’) л, в * = агс ^“+ С: = 

= — агссі§-ѵ-}-С'; 

= — агс сІ% « -}- С; 

10) \ ?*— = агс зіп л: —[— С= 

10') Г— — =агсзіпи4-С= 
№ -« 2 

= — агс со5л;-[- С 1 ; 

= — агс соз и -)- С; 

п) [^~= 

3 Ѵа\-х г 

ПО [- г аи - = 

= 1п | х + У а + х г | -{- С. 

= 1п | в -)- Ѵ^а в ! | -|- С. 



ГЛАВА 


ДЕСЯТАЯ 


ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ В ТЕОРИИ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ 

ИНТЕГРАЛОВ. 

Выяснив задачу теории неопределенных интегралов, перейдем к доказа¬ 
тельству ее основных теорем. 

В диференциальном исчислении мы имеем следующие теоремы: 

1) теорему о выносе постоянного множителя за знак диференциала: 

й(Аи) = Айи\ 

2) теорему о диференциале алгебраической суммы: 

й(и А^ѵ)=(іи + сІѵ; 

3) теорему о диференциале функции от функции: если 

у—/(х), то йу —/(х) йх 

при всяком выборе независимого переменного; 

4) теорему о диференциале произведения: 

йиѵ = ийѵ -{- ѵйи. 

Основными теоремами в теории неопределенных интегралов являются 
теоремы, обратные этим четырем теоремам диференциального исчисления. 

§ 58. Основное свойство интеграла. 

Если и — функция, относительно которой известно только то. что 
она удовлетворяет уравнению 

сіи=/(х)сіх $ (1) 

то и есть неопределенный интеграл, который обозначается так: 

и= \ ?(х)4х. (2) 

Обратно, если дано (2), то это значит, что и удовлетворяет (1). Сле- 
довательно, равенства (1) и (2) неразрывно связаны между собой. В них 
выражается 

Основное свойство интеграла . Если 

аи=Дх)ах, (і) 

ТО 

и — [/(х)ах, ( 2 ) 

и обратно: если 

и = \/(л) ах. 


Кб 



то 


йи =/(х) Ах, 

Строго говоря, равенства (1) и (2) выражают одну и ту же матема¬ 
тическую идею, но облеченную в различные символические формы. 
Заменяя в (1) и его выражением из (2), получаем теорему: 

Диференциал от интеграла равзн подъинтэгральному выражению: 

а |/(*) ах. 

Образно эту теорему можно формулировать так: 

Диференциал уничтожает знак интеграла. 

Посмотрим теперь, что мы получим, если возьмем интеграл от диферен- 
циала функции. 

С одной стороны, 

$<*/(*)=$ А*) 

с другой стороны, ясно, что 

^/(лг)й?лг =/(*)-[-С, 

потому что очевидно, что производная от /(, х ) равна подъинтегральной 
функции. Следовательно, 

^/(х)=/(х) + С, 

откуда 

Теорема . Интеграл от диференцчала функции равен сумме функ¬ 
ции и неопределенного постоянного* 

Образно эту теорему можно формулировать так: 

Интеграл, уничтожая знак диференциала, прибавляет к функции 
произвольное постоянное. 

В частном случае имеем 

. ^<1х=х-\--С. 

§ 59. Теорема о выносе постоянного множителя. 

В диференциальном исчислении мы имеем теорему о выносе постоян¬ 
ного множителя за знак диференциала. В интегральном исчислении мы 
имеем теорему, обратную ей: 

Постоянный множитель можно как вносить, так и выносить из- 
под знака интеграла. Следовательно, 

[АДх)ах=А\Дх)а х , (і) 

где А — постоянное. 

Действительно, пусть 

и — А\ і /(х)ах. ( 2 ) 

Имеем 

сіи = /( х ) йх. 


ІП 



Так как знак диференциала уничтожает знак интеграла, то 

сіи — А /(. к ) сіх, 
а потому по основному свойству интеграла 

и = ^ Л/(;с) сіх. 

Сравнивая (2) и (3), получаем (1). Например, 

С 5 соз х сіх = 5 С соз х сіх = 5 зш х С. 


( 3 ) 


§ 60. Интеграл суммы функций. 

В диференциальном исчислении мы имеем теорему: диференциал суммы 
равен сумме диференциалов слагаемых. В интегральном исчислении имеем 
теорему, обратную ей. 

Интеграл суммы равен сумме интегралов слагаемых: 

=* + \ <Р(*)Жс± \ К-*) <?х + ... + ^ ю(х)<&с. (1) 

«у V О 

Доказательство. Пусть 

а = ±^у(х)йх 4; ^ ф(х )йх 4; • . • п(х)йх. (2) 

Имеем 

= (р(лг) йх ± й |ф(лг) йх 4 ;... 4; ю(х) Лс, 


и так как знак диференциала уничтожает знак интеграла, то 


йи = {± у(х) 4; &(х) лг.. .4; ш(х) } йх, 

откуда 

и { ± ?(*) лг ф (-'■') гЬ* • *± «(*) } йх. 


( 3 ) 


Сравнивая (3) и (2), получаем теорему. 

Эта теорема дает, например, возможность найти интеграл от всякого 
многочлена. Имеем 

5 (а 0 х п + в,х"-і + +. .. + а в _ іХ + а„) йх = 

=^а 0 л;' , </ х-\- \ а 1 х п ~' , йх-{-.. .-\-^а п _ г хйх-\-\а а йх — 

= йо ^ хРйх-^-а^ ^ х п ~' 1 йх-\-. \хйх -\-а п [йх, 


и в правой части имеем интегралы от степенных функций. Вычисляя 
их, находим 


$ К*" + « 1 *" “Ч" <***"”* + ••• + 4.-1* + а п) ІХ — 


а„* яН ч , а,х п , а^х*- 1 
п -)- 1 ‘ п 1 п — 1 


• • •+ 


а 


п —1 
2 




+ 44 + с 
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Видим, что интеграл от многочлена есть тоже многочлен, но степени 
на единицу выше. 

Относительно этой теоремы необходимо обратить внимание на следую¬ 
щее обстоятельство. В правой части равенства (1) мы имеем п интег¬ 
ралов, а в левой— только один. Но каждый неопределенный интеграл за¬ 
ключает в своем выражении произвольное постоянное. Поэтому в левой 
части мы имеем только одно произвольное постоянное, а в правой части 
их п. Каким же образом п произвольных постоянных могут быть заме¬ 
нены одним? 

Предположим, что мы вычислили все интегралы правой части. Пусть 

^(х) ах=^Ф(х) -|-с,, 

$ф(*)<** = А ? (л) + С г> 


С Цлг) йх = О(х) -|- С„. 

Складывая их, получаем: 

5 { ±*(*)±<К*)±. • .±<Ф0 } = 

= ±ф(х )±Р(х)±...±а(х)±с,±с г ±...±с п , 

ИЛИ 

^ { ± <?(•*) ± 'і(а') іЬ • • • ± ©С*)} сіх — 

= ± Ф(.х) ± Г(х) ±... ± 0(лг) + С, 

где 

С = Чц Ч^ Ч^...Ч3 С я . 

Так как каждое из постоянных С ѵ С ѵ . . С п .может быть взято про¬ 
извольно, то и сумма их есть произвольное неопределенное постоянное. 
Ввиду этого при вычислении интеграла суммы вычисляют только функцио¬ 
нальные части интегралов от слагаемых и потом к сумме их прибавляют 
одно неопределенное постоянное. Например, подробно имеем: 

\ (СОЗ X — 5ІП X) йх = ^ СОЗ X йх —1~ ^ 5ІП X (ІХ ЗІП X — С % — С05 X -[- С 2 

и окончательно 

^ (соз х зІп л:) йх == $іп х — соз х С. 


Рассмотрим еще пример. Пус*ь требуется вычислить интеграл: 


I 


йх 

Ѵх + а + Ѵх 


Подъинтегральная функция не дана как сумма. Но ее нетрудно предста¬ 
вить в виде суммы. Освобождая знаменатель от радикалов, имеем 


I 


йх 


V х 


у 


■а —\/х 
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и так как 


^ ]/ х(іх—\^ х ' 2 (іх = -|-л : 2 
^/*4-лАг==^(х + а) 7 <1х — ^-{х-\-а) 2 + С 2 , 


го окончатъ ьно 


$ѴттѴ;=т«*+°->^+‘‘-*Ѵ*'і + с - 


В этом примере подъинтегральная функция не дана первоначально как 
сумма. Чтобы найти интеграл, мы ее разложили на сумму более простых 
функций. 

Когда подъинтегральная функция не дана как сумма функций, 
но для вычисления интеграла ее разлагают на сумму функций, то 
говорят, что применяют метод разложения. 

Иногда это разложение достигается легко, но часто оно требует пред¬ 
варительных теоретических исследований. 


§ 61. Теорема о подстановке. 

Теорема о том, что 

а/(х)=/(х) ах, 

как при х — независимом переменном, так и при х — функции, дает третью 
теорему интегрального исчисления. 

Условимся то переменное, которое в подъинтегральном выражении 
является независимым, называть переменным интеграции. 

Теорема о подстановке или замене переменного интеграции . 
Переменное интеграции можно всегда заменить любой непрерывной 
функцией нового независимого переменного при условия непрерыв¬ 
ности как ее самой, так и ее производной. 

Следовательно, если в у'(і) непрерывны и если х = ф(1), 
то 

С/(л) йх = \ /(<р(0) 'рЧО (!) 

Пусть 

и~\/(х)<іх. (2) 


Следовательно, и — такая функция х % что 

йи—}{х)йх. (3) 

Примем, что * = <?(*). Тогда а можно рассматривать как функцию і , 
причем для и как функции і равенство ДЗ) остается в силе и может быть 
представлено в форме: \ 

л=/(?(*)) 

откуда 

( 4 ) 
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Сравнивая (2) и (4), получаем (1). Теорема доказана. 

Эта теорема —одна из важнейших. Сила ее заключается в том, что очень 
часто мы не можем вычислить интеграл 

$/(*)<** 

как функцию х . Но полагая х = у(і) и удачно выбирая функцию <р(/), 
мы можем получить интеграл 

$/(?(<)) <?'(*)*, 

который можем вычислить как функцию і. Пусть, например, требуется вы¬ 
числить интеграл 

Г СОЗ |/ х 

(5> 

Л у х 2 

Полагая х — І г , последовательно имеем: 


ГсОЗ>/х Г 

)Ѵх* 


(соз<) 2>і 2 ёі 


і ^ С 05 ^Л = 3 ЗІ 


зіп 


и мы вычислим интеграл (5) как функцию і. Заменяя і через у' х, окон¬ 
чательно найдем: 

- С ёх=3$іп р'х-}- С. 
ё ух? 

Когда при вычислении интеграла пользуются теоремой о под¬ 
становке, то говорят, что применяют метод подстановки. 

Теорема о подстановке ясно показывает, насколько опасно пропустить 
в подъинтегральном выражении множитель ёх. Действительно, предполо¬ 
жим, что вместо 

\Н.х)ёх 

мы случайно написали 

[/(*)■ (б) 


Тогда, производя подстановку х = у(і), мы получим интеграл 

$/(#') (7) 


вместо того, чтобы получить интеграл 


Благодаря тому что в (6) мы опустили множитель <1х> мы в (7) поте¬ 
ряли множитель <(/(*). 

Метод подстановки один из самых сильных методов. Между прочим 
этим методом был вычислен Эйлером часто встречающийся интеграл 




іх 

У г а-\-х 2 ' 


( 8 ) 
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Чтобы найти желаемую подстановку, Эйлер взял уравнение 


^ах 2 — і — х. 

Возводя его сначала в квадрат, найдем 

« + ** = **- 2(х-\-х 2 . 

і 2 — а 


(9) 


откуда 




41 


( 10 ) 


Это и есть искомая подстановка. Заменяя в (9) х из (10), найдем: 


/.тг-ф. 


Диференцируя (10), имеем: 


1*4-а 

ах =^г<“' 


а потому 


и так как из (9) 


то окончательно 


і 


і = х -|- V а -р х 2 , 

•7= = 1п|* + І 
|/ а х- 


( 10 ) 


Этот интеграл необходимо запомнить. 


§ 62. Теорема об интегрировании по частям. 

Эта теорема, между прочим, интересна тем, что она почти не под¬ 
дается словесной формулировке. Пусть и \\ѵ две функции х. Имеем 

і і ( иѵ ) = исіѵ ѵсіи . 


Следовательно, иѵ — интеграл правой части, а потому 
иѵ=^ийѵ-\-^ѵ йи. 


откуда 



Это и есть так называемая 

Теорема об интегрировании по частям . Если и и ѵ — функ¬ 
ции, то 

[ийѵ^иѵ — \ѵ Ли. ( 1 ) 


Пусть читатель попробует формулировать эту теорему словами. 

В правой части равенства (1) произведение иѵ называется проинтег¬ 
рированной частью. 
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Пусть, например, требуется вычислить интеграл 

і 1п хйх - 

Принимаем и = \пх, ѵ = х. Имеем 
^\пхАх — х\пх—^хАіпх — х\пх — ^йх = х\п х — лг-[-С, 
интеграл вычислен. 

63. Заключение. 

1. Основное свойство интеграла. Если 

сІи=/(х)сІх, 

то 

и = [/{х)Ах, 

и обратно: если 

и = \/{х) Ах, 
то 

Аи =/(х) Ах. 

Отсюда следует, что 

Л \/(х) Ах =/(*) Ах, \ А/(х) =/(.ѵ) -{- С. 

2. Основные теоремы: 

Теорема о выносе постоянного множителя из-под Знака интеграла 
Щ А/(х)сіх = А \/(х) (іх. 

Теорема об интеграле суммы: 

^{±<р (*)+: •.. ±ф(*)} Ах = + ^ч(х)Ах+ ... ±^(х)Ах. 
Теорема о подстановке: 

\Пх) Ах= (()) у '(0 Аі, х=у (/). 

Теорема об интегрировании по частям: 

-И“- 

3. Методом подстановки вычисляется 

Г — Ц==. = Щх + \ г а + х*-]+ С. 


іо* 



ГЛАВА 


ОДИННАДЦА ТАЯ 


ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ И ПРИМЕНЕНИЕ 
ИХ К НЕКОТОРЫМ ИНТЕГРАЛАМ. 

В теории неопределенных интегралов мы имеем целый ряд методов. 
Из них к основным обыкновенно относят шесть следующих: 1) метод 
непосредственного интегрирования, 2) метод разложения, 3) метод под¬ 
становки, 4) метод интегрирования по частям, 5) метод приведения и 
6) метод сравнения коэфициентов. Четыре первых из них были рассмот¬ 
рены в предыдущих главах. Два последних будут рассмотрены в этой 
главе. 

Кроме основных, существуют и другие методы. Но каждый из них 
включает в себя как свою составную часть один или несколько ос¬ 
новных. 

Нельзя ограничиться изучением только одной теории неопределенных 
интегралов. Необходимо приобрести уменье применять эту теорию к фак¬ 
тическому вычислению интегралов, что может быть достигнуто только 
практикой, т. е. решением достаточного числа соответствующих задач. 
Надо заметить, что в интегральном исчислении роль задач несравненно 
значительней, чем в диференциальном. Причина ясна. В диференниаль- 
ном исчислении мы имеем не такое большое число основных формул и 
правил, применение которых дает возможность вычислить производную 
всякой функции. Таких правил, пригодных для всех случаев, в интег¬ 
ральном исчислении нет и, как мы видели, их и не может быть. Поэтому 
вычисление интегралов есть не только наука, но в значительной степени 
искусство, овладеть которым, конечно, нельзя без соответствующего за¬ 
паса теоретических знаний. 

Ввиду изложенного читателю рекомендуется сначала решить некоторое 
число задач из первой главы систематического задачника по интегральному 
исчислению, причем из каждого параграфа, по крайней мере, две-три задачи. 
Что касается второй глав ы, то в ней следует ограничиться пока только пара¬ 
графом о методе разложения. После этого можно перейти к изучению этой главы 


§ 64. Метод приведения. 

Чтобы получить понятие об этом методе, вычислим интеграл 

и п — ^ $іп и х Ах , 


где п — целое положительное число. Имеем 


^ зі \\ п хАх 


Г , „ . . . Г зіп*- 1 х А{— со?*) 

I 5іп п_1 х*зш х Ах= і >____ _ _: 

^ ^ и Аѵ 


0 ) 


1 ои 



Интегрируя по частям, получим 

Ып л ЛГ йх~ — СОЗ X ЗІП' 1 ' 1 х -)-(« — 1) ^ СОЗ?Х 5ІП п ~ 2 Х йх — 

" ** 

= — соз X зіп я_ Ъс —|— (л — 1) | (1 — 5 іп г х) &ІП п -*Х<ІХ^ 

= - СОЗДГ зіп п_, д: + (я — 1)^зіп я - а х йх — (я — 1)^зіп" х йх. 

В правой части появился искомый интеграл. Перенося его в левую 
часть, окончательно получим 


Ь- 


хйх. 


С05 X $ІП П ~ 




или короче 


соз^5іа д “ І л; , п — 1 

Н I м 




( 2 ) 


( 3 ) 


Мы получили формулу приведения. В правой части стоит интеграл 
того же типа, что и в левой, но с показателем, на две единицы меньшим. 
К нему тоже можно применить ту же формулу (2). Заменяя в ней 
л через п —2, получим 


^ 8іп я_2 л: сіх — 


СОЗ X 8ІП л ~ 3 X 

п^2 




&1п*-*хйх. 


К интегралу в правой части мы опять можем применить формулу 
(2) и т. д. При каждом применении мы будем получать интеграл с показате¬ 
лем, на две единицы меньшим, а потому, в зависимости от четности или 
нечетности показателя л, окончательно придем к интегралу с показателем, 
равным нулю или единице, т. е. к интегралу 

йх или (івіпдг^а:. 


Так как эти интегралы вычисляются без труда, то тем самым будет 
вычислен и данный интеграл. 

Так, например, по формуле (2) имеем: 


Г . * . созлсзііЛс , 4 Г 

I 8іп 5 л: йх — - - —-1~— \ зіп 3 * йх, 

Г . о , соз х $іп 2 л: 2 Г . 

I ѣхягхйх— -■-—- ’+’з'] ьіпхах, 

^ 5ІП Х(1х= — СОЗ X -[- С, 

а потому 

^ зіп 8 * йх = — ^ (3 зіп* х 4- 4 зіп* х + 8) соз х + С. 
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§ 65; Элементарные дроби. 

Рациональной функцией называется всякая функция, которая может 
быть представлена в виде частного двух многочленов. 

Из рациональных функций особого внимания заслуживают так назы¬ 
ваемые элементарные дробные выражения, которые могут быть двух 
типов. 

Элементарной дробью первого типа, или первого рода, назы¬ 
вается всякое выражение вида: 

А В С Е 

рх + ч • (рх + ч) и (рх + ч )*»*••» (рх + ч )"’•••• 

т. е. всякое выражение, числителем которого служит постоянная 
величина, а знаменателем какой-нибудь линейный многочлен или 
его целая и положительная степень. 

Элементарной дробью второго типа называется всякое выраже¬ 
ние вида 

Мх + ЛГ Аіх + ЛГ 

ах г + Ьх + с ' ( ах* + Ьх + с ) 2 

и вообще выражение вида 


Мх + ЛГ 

(ах 2 + Ьх + с) п 9 


где п — целое положительное число, т. е. всякое выражение, числи¬ 
телем которого служит линейный многочлен, а знаменателем ква¬ 
дратный многочлен или его целая и положительная степень. 

В частном случае линейный многочлен в числителе при Л< = 0 
может быть постоянной величиной. 

В теории интегрирования рациональных функций элементарные дроби 
играют большую роль, потому что интегркрование всякой рациональной 
функции может быть приведено, как увидим, к интегрированию этих 
дробей. 

Найти интеграл от элементарных выражений первого рода нетрудно. 
Действительно, если я=1, то имеем: 


1 


ах і , . 

- 1 — =— 1п \рх- 

Р х +4 Р 


С, 


и если п > 1, то 

Г ах _ 1 _ Г а (рх+д) = _іГ а* 
)(рх + чТ р) (рх+чт р] г " 

_ і і 

р(п - 1) (рх+чУ 


р{п — 1) г п ~ 1 

\-с. 


Вычисление элементарных дробей второго рода производится, как 
сейчас увидим, более сложным путем. 
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§ 66. Квадратный многочлен. 

Многочлен второй степени 


ах 2 —|— Ь х —|— с , (1 )* 

который будем короче называть квадратным трехчленом, может иметь 
все коэфициенты не равными нулю или некоторые из них могут быть 
равны нулю. 

Квадратный многочлен называется многочленом в канонической 
форме, если его коэфициент при переменном в первой степени ра~ 
вен нулю. 

Так, например, многочлен 

Злг 2 + 7 

есть многочлен в канонической форме. 

Пусть дан какой-нибудь многочлен (1). Полагая 

х=РУ-\-Я> ( 2 ) 

легко найдем, что 

ах 2 -)- Ьх с = (ар 2 -\-Ьр-\-с)у 2 (2ард -\-Ьр)у-\- ад 2 -{-Ьд^\-с. (3) 

В правой части мы будем иметь многочлен в канонической форме, 
если 2ард-{-Ьр—0> т. е. если 



Возьмем же во (2) ^ таковым. Что касается р, то оно пока остается 
произвольным. Видим, что если 

то 

ах 2 -р Ьх -|- с = Ау 2 С, (6) 


где А и С —некоторые постоянные. В точном знании их нам нет нужды. 
Для нас важно только то, что в правой части нет члена с первой сте¬ 
пенью переменного у. 

Из (5) имеем: 1 

^= 2 Т Р і2аХ + І) - 


Полагая для сокращения письма к 


1 


2 ар' 
у = к(2ах -)- Ь). 


получим: 


(7> 


Оказывается, что если хи у связаны между собой таким равенством, 
то имеет место равенство (6). Так как до сих пор р можно было брать 
произвольным, то и к в (7) произвольно. Получается 

Теорема. Всякий квадратный многочлен 


ах 2 + Ьх + с 


( 8 > 
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линейной подстановкой 


у = к(2ах + Ь), (9) 

где к может быть взято произвольно, преобразуется в многочлен 
в канонической форме: 

ах 2 + Ьх + с = Ау 2 + С. (10) 

Конечно, А и С будут зависеть от выбора к. На практике его берем 
так, чтобы подстановка (9) была по возможности проще. 

Нетрудно запомнить эту подстановку: выражение в скобках равно 
производной данного многочлена (8). 

Рассмотрим пример. Пусть дан многочлен: 

4^ 2 4-6а: - 7. 

О 

Производная от него равна 

т*+ 6==6 (т +1 )- 

Поэтому, принимая А = -^-, берем 

У= ~ + 1, откуда х — 5 (у — 1), 

О 

и легко найдем, что 

1*Ч-в*-7 = 14*>-22. 

5 

В правой части стоит многочлен в канонической форме. 


§ 67. Интегралы типа ^ с ЛХщ 

Этот интеграл — от элементарной дроби второго «рода в том частном 
случае, когда показатель знаменателя равен единице. Чтобы его вычислить, 
можно поступать так. Берем какую-нибудь линейную подстановку 

х=ру-\-д. (і) 

которой квадратный многочлен в знаменателе преобразуется в канониче¬ 
ский, а именно пусть 

ах 2 -\- Ьх -\- с — Ау 2 + /. 

Производя эту подстановку, имеем: 


I 


Мх- І-ЛГ 
х 1 Ьх -)- с 


Г Мру -)- Мд -}- N 


йх — р 

\-р{Мд+Ы) 




] ку*-\-1 

1 * 


*У = 


Ьу г -Ь /’ 


( 2 ) 
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Первый интеграл в правой части легко вычисляется. Чтобы числитель 
равнялся производной от знаменателя, в нем недостает только множителя 
2А, а потому 


| АУ+^1 + С. 

Что касается второго интеграла,' т. е. интеграла 

йу 


I 


Ау*-р' 


( 3 ) 


(4) 


то в нем можно считать А положительным, потому что, если бы А было 
отрицательным, то мы взяли бы интеграл с обратным знаком. Итак, 
пусть А> 0. 

Если I тоже положительно, то интеграл подстановкой 2 =^-^ 

VI 


легко приводится к основному: 

йг 




Действительно, имеем: 
йу 1 


1 -[“ г' 


йу 


, 2 = агс і%г-\-С. 


VI 


Ѵі 


|ЛУ-Н 






/м) 1+г* Ѵні 


агс (в 


( уУ ъ 

I УТ 


+ С. 


(5) 


Если же /< 0, то интеграл (4) вычисляем методом разложения. Пола¬ 
гая имеем: 


1 


йУ Г йу _ 

*У - ѵ 3 іуѴ а + У1) (уѴь-Ѵ /') 

= _і_ с {уу-к + у1<)-{уУн-УТ') 

2 Ѵп Ы ь+У і'){уУь-У~і’) 

=^іс- \Гк-ур у у к + Ѵ ѵ) йу ' 

Вычисляя интегралы в правой части методом непосредственного 
интегрирования, найдем, что 


I 


йу 


1 


ку 3 —1' 2 УМ 


1п 


уУ к-Ѵ V 
у У к 4- у V 


+ с. 


9 Куре м»т«иатичеСкого анализа, ч. III. 


( 6 ) 
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Сводя изложенное, мы видим: 

Чтобы вычислить интеграл 


‘ Мх + Ы 
о*»-|-&* + с 


Лг, 


надо подстановкой типа 


уаЩ2 вх + Л) 


свести вычисление его к интегралу типа 

йу 


\ 


ку*+Г 


который в зависимости от знаков к и / или приводитсн к основ¬ 
ному 

йг 


\ 


1 + 2*’ 


н 


или вычисляетси методом разложения. 

Пусть, например, требуется вычислить интеграл 

Г (2-Г+ 5 )** 

33 * 14 - 6 * Г 

Берем подстановку 

у = А(6аг 6) = 6Л (-эс 1). 

Ясно, что целесообразно взять А = 4-. Итак, 

о 


Имеем 


у = х- 1-1, х =у— 1, Ах — Ау. 

Г (2-У + 5 ) ах _ Г (2у + 3) а У Г У±У_\ з 

)3** + 6*-1 3 3 у> 4 Зз.уі-4 1 

С _4 |_|~ С\ 


Г Ау . 

4' 


і Зуі-4 

Ау _ 1 Г (/3^ + 2)-(/3^-2) 

ЗУ 4 4] (]/ Ъу-\-2)(У Зу—2) 

уѴ 3-2 


1: 


4 і(/Зу-2 /3 у+ъі** 4/3 1П 

Окончательно 

§^=1 1л| з,. +6 ^, 


УѴ 3+2 


+ с. 


з**4- 
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/з , \х\Гъ+Ѵг -2 

-;— ІП- 


хѴ 34 -/ 34-2 





» «*• Интегрмы типа *>1. 

Этот интеграл есть интеграл от элементарной дроби второго рода 
общего типа. Он вычисляется довольно сложным путем. Мы имеем: 


Полагая 

получим 


ах 2 Л-Ьх -4-г = — {(2ах д) 2 4ас—Ь 2 ) \. 


у — 2 ах -\-Ь, 8 = 4 ас—Ь 2 > 


ах 2 4- Ьх -)- с — ™ ( у 2 -I- я). 


(О 

( 2 .) 


В правой части стоит многочлен в нормальной форме. 

Отметим, что: 

1) число 5 положительно, если корни многочлена мнимы; 

2) оно отрицательно, если корни действительны и не равны между 
собой; 

3) оно равно нулю, если корни многочлена равны. 

Следовательно, число $ может быть любым действительным числом. 
Для вычисления интеграла 


Г _Г ЛГх + ЛГ 

^ (ах 2 -|- Ьх 4~ сУ 1 Х 


ЧЗ) 


мы сначала производим подстановку 


у=2вх + ь. х=^. 


Согласно (2) имеем: 




йу 


+ *Г' 


(4) 


и таким образом вычисление интеграла О сводится к вычислению двух 
интегралов: 

уйу „Г а У 


Г у*у й Г. 


)Сѵ® " 3(у 2 + «)"‘ 

Первый интеграл вычисляется легко. Имеем: 


(В) 


3 Су*+*У 2 3 2 


г -п + 1 


2 ( -«+!> 


+ С= 


1 


(2л 2) 0^*4-а)"- 1 


-1 -С. 


9' 


(Іі) 
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Второй интеграл вычисляется сложнее. Имеем 

Г 4 у _ і Г (у 2 

30 ®+*)" «3 Су* 

1 і’ йу і Г }?йу 
— ТЗсу 2 + 5)»-і _ $ Зо 2 +*У 


±±=?4У= 
++• у 


( 7 ) 


Первый интеграл в правой части того же типа, что и вычисляемый, 
но с показателем, на единицу меньшим. Для второго имеем: 


[-Р*У-=[ у .У*?—=-€±-[уА 

3 о 2 +*у 3 (у+*)“ 2п ~ 2 ) < 


і 


Интегрируя по частям, получим: 

уЧу у 


Л 


0' 2 + 5 )' 1 


( 2 й- 2 ) 0 2 + «)" 


-і^гя-г^о 2 


Ху2 + 3 уі-і • 

йу 


+ 5) 


а -1 


Вставляя в (7), окончательно имеем 

йу _ у , 2 л—3 Г йу 

ОМ-*? _ і(2п~ 2)0» 2 -|-5) в - 1 5(2я-2)3 СУ 3 + «)“' 1 


* 


Мы получили формулу приведения. С помощью нее интеграл 


выражается через интеграл 


и » |о 2 +*У 

«■ 


0,2 + ^-! * 


( 8 ) 


(9) 


( 10 ) 


(И) 


В свою очередь и п _ г выразится через и я _, и т. д. Вообще эта 
формула в ряде 

Ид, И я _ 2 , • • . , К], Н 2 » И] 

дает нам выражение каждого интеграла через следующий за н'.м, Поэтому 
мы будем знать и л , если будем знать и г Но 



., = - 7 = агс Ів + С. 

У \ 2 |/* ^8 


^У —_^-4-С* 

у2— у + С > 


( 12 ) 
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( 13 ) 


сля *<0, то 


Г йу __ Г йу _ Г _ йу __ 

)у* + * )^-{ Ѵ — 8 )г (^ + | /— 5 )(з,_/— 5 )~ 

--М(—•_— 


:ІП 


У-/-І 


2 у— 5 | у + У^з 


+ С. 


йх 


Таким образом, интеграл а л всегда может быть вычислен, а потому 
и интеграл ы л . При этом из (12) и (13) следует, что этот интеграл 
выражается через круговые функции, если $>0, и логарифмические,— 
если $<0. 

Сводя все изложенное в одно, мы видим, что: 

Интеграл 

Г Мдг + АГ 
) (ах 2 + Ьх ■+■ с)** 

может быть вычислен так: подстановкой 

у=і2ах-\-Ь 

вычисление его сводится к интегралу типа 

Г . у*» __!_г с 

] (у 2 + з) п (2 п — 2) (У + в) 1 *” 1 Т 


и к интегралу типа 


йу 


(У +*)" ’ 


который может быть вычислен по формуле приведения: 


Г ЛУ _ 


_. 2л —3 

і"-і «Г2м —! 


йу 


3 (У + «) д "" »(2Л — 2) (У 2 + 5)"- 1 “ а (2и — 2) ) (у 2 + 5)"- 1 

В зависимости от знака 5 в выражение интеграла О входят, кроме 
алгебраических функций, еще или круговые или логарифмические. 


§ 69. Интегралы типа 


і 


йх 

I/а±Фх 2 * 


6 > 0 . 


Интегралы этого типа на практике постоянно встречаются. В подко¬ 
ренном количестве Ь считаем положительным, а может быть любого 
знака. 

Вычисление интеграла 



сіх 

|/а ± Ьх 2 


( 1 ) 
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в зависимости от того, какой знак перед Ь , легко приводится к одному 
из основных; 

Г Ах Г Ах 

3/а- \-х* 3|/і-х* 

Если под корнем имеем знак плюс, то, пользуясь правом вносить и 
выносить постоянный множитель из-под знака интеграла и затем мысленно 
делая подстановку х\ /Г Ь=і, последовательно имеем: 

С 'ах _ і с а(хѴ"ь) _ і р и 

3 Vа Л-Ьх* \/"Ь 3 |/а + 0с/Т) г |/Ь 3 /а 

В правой части стоит основной интеграл: 


а потому окончательно 


\ѵ7Т^^ѴТ'° Кн-^+** ! І+ с ' < 2 > 

Если же под корнем перед Ь стоит знак минус, то, полагая 

V 7"'- 


последовательно имеем: 


Ах 


йх 


Ѵ~а 


” 7Т і = 7Т 8,0 Яп (?г) +с 


( 3 ) 


Итак, интегралы типа (1) всегда могут быть вычислены. Легко теперь 
видеть, что 

интеграл типа Г — Г Л х 

~~3 Ѵах* + Ьх + С 


(4) 


всегда может быть вычислен. 

Для этого сначала ищем подстановку, приводящую подкоренное ко* 
личество к канонической форме. Пусть если 

Х = РУ-\~Ч* го ах 2 -\-Ьх-\-с = ку 2 -\-з. 

Теперь имеем: 


(ІХ 


|/ Ьх -4— с 


1 
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Интеграл в правой части типа (1). Так как он может быть вычислен, 
то может быть вычислен и интеграл ( 4 ). 

Вычислим, например, интеграл 


Полагая 


имеем 


а потому 


М 


йх 


V 4 + 5*+ Зх* 


У = б*+ 5, х—~^, йх=^-, 

3 ^ + 5х + 4=-І0» + 23 ), 


с <іх _ |/і2 (* йу 

3 ^4 + 5 * 4 - 3 *»" 6 3 / 23 + 7 ” 

= 1п І 6х 4- 5+2 V 3 (Злг* + 5х + 4) | + С. 

V з 

§ 70. Интегралы типа \ Ьх* йх. 

Последовательно имеем, считая 0 и интегрируя по частям: 

Г \/ г а-\-Ьх і йх=хУа-\-Ьх і — Г ~ ^ х = 

3 3 /а + дд:* 

=*/«+***- [ {а +^1~ а йх== 

3 Ѵа+Ь* 

= х^а-\-Ьх г — ^ ^а-\-Ь&йх-\-а^ 


4 -Ьх 9 


В правой части опять появился искомый интеграл. Перенося его 
в левую часть, найдем 

йх 


^ /а 4- Ьх 9 йх =у х \Га+Ш-\-~ | р?= 


4 -Ьх 9 


Зная, чему равен интеграл в правой части (стр. 134), окончательно 
имеем 

^ і/а 4- Ьх % йх = у х Vа 4- Ьх г -\- 1п І Х Ѵ ь 4* Ѵ а + Ьхі 14* С. 

Точно так же имеем, интегрируя сначала по частям: 

Г V а —Ьх 9 йх = х \/ а — Ьх 9 4- Г - у*-- — = 

^ Л у а — Ьх* 

-= х у'а-ЬхЦ- Г « ^ ( д ~ Ьх 9 ) Лх= 

3 Ѵа-Ьх 9 

— х У а — Ьх 1 4 * а Г г - ^ Х — С У а — Ьх 9 йх, 

3 — Ьх 9 ) 
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откуда 


і У а — Ьх г йх — -у-\/ а — Ьх г -\- I у,—— 
и окончательно (стр. 134) 


Ьх ъ 


^|ЛГ=»РЛ*=|Ѵ«-»Х*+^«С*І.^ +С. 


-__ Г а пХ Пт \~ а л хП 1 +••• + ^л~1 Л Ч" а л а- 

* 71. Интегралы тнпа^ «* Т т 

В числителе стоит многочлен, в знаменателе — корень квадратный из 
квадратного многочлена. 

Интегралы этого типа могут быть вычислены так называемым мето¬ 
дом сравнения коэфициентов. 

Начинаем с того, что простым диференцированием убеждаемся, что 


іх а ~ л у ах* + Ьх-\- с 


пах 1 


' + (» — \ ) Ьх "- 1 + (в — 1 ) сх “~ 2 


о? -)— Ьх —[” с 


Лх. 


Интегрируя это' равенство и полагая для сокращения письма 

/? = а 2 * 8 + $* + *> 

найдем, что 

. . ,, Г х п ~ 3 &х 

+ (Я_1)С ) _ ?1 


откуда, деля на па , получим 


' 


Лх 


0 ) 


где а', а", а 9 " — некоторые постоянные, точное значение которых для 
нас безразлично. Нам достаточно знать только, что это — постоянные, 
Мы теперь имеем, пользуясь равенством (1): 


Г Д 0* я + Ді* я ~ 1 + --+Д,,_і х-\-а п 4х _ 

3 /я 

-^Ш+\ ѣ ^ТТ ±Ъйх=а ‘^'' Ѵ ^ + 

■ Г (Лов , '+ві)^-Ч-(вв« ,,, +в*)^“ , + ••• + д „ аѵ 




( 2 ) 


Полагая а а а' = а 0 и / п (х) = а й х п -\-а^х"' 1 мы из 

(2) заключаем, что какой бы ни бил многочлен / п (х) я-й степени , 
всегда 


х=а 0 х я ~ г 
/# 0 



/п-Л^ ) ах . 


( 3 ) 



где а 0 и /„_, (лг) — некоторое постоянное и некоторый многочлен 
(«—1)-Л степени. В более точном знании их пока нет нужды. Для нас 
важно только то, что интеграл левой части выразился через'интеграл 
того же типа, но с более простым числителем. В то время как в числи¬ 
теле левой части мы имеем многочлен я-й степени, в правой части сте¬ 
пень многочлена на единицу меньше. 

Так как равенство (3) справедливо для любого многочлена, то его 
можно применить и к интегралу в правой части. Применяя же его по¬ 
следовательно несколько раз, получим равенства: 


йх = а а х п -' 1 
/Я 


|/Я 

/Я 


йх=^а\ х п ~* 


йх— і 2 х п ~ г 



(4) 





где а 0 , а ѵ . -. , а ПгтЛ — неизвестные постоянные, а / я-1 (лг),... ,/, (лг), 
/о (•*) — неизвестные многочлены, степень каждого из которых равна его 
индексу. Последний многочлен / 0 (х) как многочлен нулевой степени равен 
некоторой постоянной величине. Обозначая ее через (і и складывая все 
равенства (4), получаем теорему: 

Всегда имеет место равенство: 

Г во ^ х л ~~^ ■ • • "4* 0д _ 

) \Г^-+ь7^с~ 

= ( 0 . X"’ + 2, • + «.-,) /* + ? ^ + іх + е . (») 

где Оо> «і.-..» Яд.|, Р—некоторые постоянные величины. 

Так как интеграл в правой части мы можем вычислить (стр. 134), - 
то интеграл левой части будет вычислен, если мы сумеем найти посто¬ 
янные а 0 , а,.р. Чтобы найти их, поступают так: пишут равенство 

(5) и затем его диференцируют. В полученном после диференцирования 
равенстве сравнивают коэфицяенты при одинаковых степенях х. Полу¬ 
чают уравнения, из которых находят неизвестные а 0 , а х , •.. , а п _!, р. 
Например, пусть требуется начислить интеграл 

2 зр&х 
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Согласно теореме пишем 
2х*йх 


]^Г^ =(ахЧ ' Р),/і * 8+т і 


их 


УТ 


X 1 


Диференцируя, находим 

2х 2 г 

~=ау 1 


(ах х 




У 1 - л:* У 1 - л» ' 


|/1 -х* 

Умножаем на |/і — х г \ 

2х г =а(\ — лг 2 ) — (алг-}-[1) дг4-у = а4-'][ -- ^ — 2сюс 3 . 
Сравнение коэфициентов при одинаковых степенях X дает 
а = — 1 , р = 0 , і~ !• 

2 х*</х 


а потому 




агс віп х-\-С. 


§ 72. Заключение. 

Различными методами могут быть вычислены интегралы типов: 
1 ) ^ Мх -)- N 


2 ) 


ах 8 -\-Ьх-{-с 
Мх + Ы 


йх, 


Г Мх + Ы , _ , 

){ах 2 -\-Ьх-\-с)« Х ' П ^ 

3) [ г . , (Ѵа 4; гілг, 


4 ) 


йдг 


|/ ах г -\-Ьх-\-с 
3 У ах*Ьхс 



ГЛАВА ДВЕНАДЦАТАЯ 


ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ. 


Мы рассмотрели различные методы интегрирования и применили их 
к вычислению целого ряда интегралов. Но если бы эти интегралы соб¬ 
рать в одну таблицу, то в своей совокупности они дали бы нам только 
простое собрание интегралов, не объединенных в одно органическое 
целое общей идеей. Внешне это проявилось бы в том, что каждый из 
них был бы вычислен своим методом, вообще неприменимым к вычис¬ 
лению других интегралов. Строго говоря, мы до сих пор изучали не 
столько интегралы от различных функций, сколько различные методы 
интегрирования. В результате же, несмотря на значительное число рас¬ 
смотренных нами интегралов, мы все-таки стоим пока беспомощными 
перед таким простым вопросом: дан интеграл, можно ли, и если можно, 
то как его вычислить? 

[ Чтобы ответить на этот вопрос, мы должны изменить направление 
наших исследований. Мы должны рассматривать не различные методы 
Интегрирования, а различные классы функций и исследовать, могут ли 
Или не могут быть проинтегрированы функции того или другого класса, 
К если могут, то как. 

Простейшими функциями являются многочлены; по степени сложности 
іа ними идут рациональные функции, потом алгебраические и, наконец, 
грансцендентные. 

Мы теперь перейдем к систематическому рассмотрению различных 
классов функций, интегралы которых могут быть вычислены. К таким 
ріассам прежде всего принадлежит класс многочленов. Так как 


4- 4-... + « п _ 1 $+а п ) Ах = 


а о хП+1 
/I 1 


а г х п 


+ • • • + 



4* а п х 4" с, 


о, следовательно, 

интеграл от многочлена всегда может быть вычислен. Он равен 
могочлену же, степень которого на единицу больше степени 
інтегрируемого многочлена. 

За многочленами идут рациональные функции. Оказывается, как уви- 
[им, интеграл от всякой рациональной функции тоже всегда может быть 
«числен, но вычисление его является достаточно сложной задачей. 
[ постепенному решению ее мы и перейдем. 


« 


І § 73. Основные свойства многочлена. 

При изучении методов интегрирования рациональных функций нам 
ридется пользоваться некоторыми свойствами многочленов, которые 
бычно изучаются в высшей алгебре. Поэтому здесь мы ограничимся 

Ш 



только тем, что перечислим эти свойства, не останавливаясь над дока¬ 
зательствами их. 

Всякий многочлен /(х) может быть представлен в виде суммы сте¬ 
пенных функций с целыми и положительными показателями: 

/(х) = й' і х п -\-а 1 х п -г + . . .-\-а п _ л х-\-а п , 

где п — степень многочлена, дг —его аргумент. Постоянные числа а 0> 
а ѵ .. а п называются его коэфициентами. Эти коэфициенты могут быть 
как действительными, так и мнимыми. Но в диференциальном и инте¬ 
гральном исчислениях мы ограничиваемся областью только действитель¬ 
ных чисел. Поэтому 

в дальнейшем мы будем рассматривать исключительно только 
многочлены с действительными коэфициентами. 

Многочлены могут быть различных степеней. 

Всякий многочлен первой степени 

ах-\-Ь 

называется линейным многочленом. 

Это потому, что, как известно из анадитической геометрии, уравнением 

у = ах+Ь 


представляется прямая линия. 

Всякое выражение 

/(*) = ■ ■ + а п-I х + а п> 

каковы бы ни были коэфициенты а 0 , а ѵ . .., а п > есть многочлен. Но в 
строгом смысле слова его называют многочленом л-й степени только 
тогда, когда первый коэфициент а 0 не равен нулю; если же а^ — 0, то 
это выражение будет многочленом не я-й степени, а низшей. 

В частном случае, если все коэфициенты, кроме последнего а п , равны 
нулю, многочлен /(х) обращается в постоянное: 

/(*)=*<*«• 

Так как, с другой стороны,' всякое постоянное число С можно пред¬ 
ставить в форме многочлена 

С= Сл°, 

то поэтому 

всякое постоянное можно рассматривать как многочлен, нулевой 
степени. 

Одним из основных понятий в теории многочленов является понятие 
корня. 

Корнем многочлена называется всякое число, обращающее мно¬ 
гочлен в нуль. 

Следовательно, если а — корень многочлена /(а:), то 

№ = о. 


Даже и в том случае, когда все коэфициенты многочлена действи¬ 
тельны, некоторые корни его, а иногда и все, могут быть комплексными. 
Но.в высшей алгебре доказывается, что 

**" .=Р+Ѵ 
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—мнимый корень многочлена/(лг) с действительными коэфициентами, 
то в таком случае число 

Ь=р — ді, 

сопряженное ему» тоже будет корнем многочлена. 

Следовательно, если 

/(р + ?0 = °> 

то необходимо 

Яр- я 0=о- 

Но это только при условии, что все коэфициенты действительны. 
Если же среди них есть хоть один мнимый, то хотя бы 
число р+ді бы ЛЬ корнем, число р — ді может и не быть им. 

Пусть <{»(.*) и ф(лг) — два многочлена: 

«Р(*) = «в**+в|-*"" , +- • -+ а «-г ж + 

ф(*) = ь й* т + + • • •+ К-г *+ К 

соответственно степеней пит. Если п^т, то, произведя деление 
многочлена у(х) на ф(лг), можно многочлен <р(*) представить в такой 
форме: 

<?(*) = <!>(•*) • ФО + Ж*)» (!) 

где (о(х) и Д(х) — некоторые многочлены. Из них Ж х ) называется 
остаткрм. Степень /?(х) необходимо меньше степени делителя ф(;е). 
Степень же многочлена о>(дг), называемого частным, равна разности 
п — т. В случае равенства степеней пит частное Ц*) обращается 
в многочлен нулевой степени, т. е. в постоянное. 

Если л</я, то и в этом случае многочлен <р(лг) можно представить 
в форме (1). Для этого достаточно принять аі(дс) = 0. Тогда получим 

ед=ед-°+ед. 

и остаток Щх) будет равен делимому (р(х), а потому и в этом случае 
степень его будет меньше степени делителя ф(ж). Следовательно, 

всякий многочлен <р(дг) можно разделять на любой многочлен 
ф(л), в результате чего многочлен ^(лг) представляется в форме: 

ед = ед-ед + ед» 

где ш(л) и Л(л) — многочлены, называемые частным и остатком. 
Степень остатка всегда меньше степени делителя ф(лг). 

Степень частного равна разности между степенями делимого 
н делителя, если степень делимого больше или равна степени 
делителя. Но если степень делимого меньше степени делителя, то 
частное равно нулю. 

Рассмотрим частный случай деления многочлена 

/(х)=а 0 х п а 1 х п ~ у а п _ 1 х -(- а„ 

на линейный многочлен х — с. Пусть 

/(*) = (* — с) <о(х) -|-#(*)- (2) 
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Остаток Л(х) должен быть степени, которая меньше степени делителя 
х — с. Следовательно, он может быть только многочленом нулевой 
степени, т. е. постоянным. Таким образом, в равенстве (2) остаток 
/?(*) — необходимо некоторое постоянное число, которое не меняется 
с изменением х. Полагая же х = с, получим 

/(с) = Я(с). 

Отсюда ясно, что /? —О тогда и только тогда, когда /(с) — 0, т. е. 
когда с — корень многочлена /( х ). Получается так называемая 

Теорема Безу. Многочлен Дх) делится на одночлен х — с без 
остатка: 

Дх)=*(х—с)ю(х), 

тогда и только тогда» когда с — корень многочлена* 

Опираясь в связи с другими и на эту теорему, в высшей алгебре 
доказывается следующая основная теорема: 

Всякий многочлен я-й степени имеет п корней. 

Каждый корень может быть или простым или кратным. 

Если 

м» Ь) с 9 • • • у / 

— все не равные между собой корни многочлена /(х) и если 

я* Р* У* • • •Д 

— кратности их, то многочлен /(х) может быть представлен в форме 

/(х) = а 0 (х — ау (х — ЬУ(х — с) т... — /)\ (3) 

где а 0 — коэфициент при первом члене многочлена. 

Если коэфициенты многочлена действительны, то всякая пара 
его сопряженных корней имеет всегіа один и тот же порядок 
кратности. 

Эту теорему, на которую будет опираться все дальнейшее изложение, 
примем без доказательства. 

Равенство (3) показывает, что всякий многочлен может 
быть представлен в виде произведения только линей¬ 
ных множителей. 

Несмотря на всю простоту, разложение (3) применимо для целей 
интегрального исчисления не всегда, а только в том случае, когда все 
корни действительны. Поэтому является вопрос: нельзя ли и в случае 
мнимых корней преобразовать разложение (3) так, чтобы многочлен 
представился в виде произведения только действительных множителей, 
хотя бы уже не линейных, но все-таки достаточно простых? Это оказы¬ 
вается возможным, если коэфициенты многочлена /( х ) все действительны. 
В этом случае, если а и Ь — два мнимых сопряженных корня: 

Ь=р — чі , 

то кратности их, как было указано, необходимо равны: 

! « = ?■ 
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Но 


Выделим в разложении (3) отдельно первые два множителя. Имеем 
(х - а)*(х — дУ? = [(х — а) (х - Ь)]\ 


(х а)(х - 6) = (х — р — д$(х — р-)-ді) = 

= (* Р ) а = + + 

В правой части появился многочлен второй степени, но уже с дей¬ 
ствительными коэфициентами. Произведение двух мнимых сопряженных 
линейных множителей заменилось одним действительным множителем, 
правда, уже не линейным, но зато действительным. Теперь разложение 
(3) можно переписать в такой форме: 

/(*)=О 2 -2 рх-\-р*-\- — с)ч...(х - /)>. 

Ясно, чего мы можем достигнуть, идя и дальше тем же путем. 
Имея многочлен /(. х ), мы его представляем себе разложенным на линей¬ 
ные множители в форме 

/(*) = Ч {х — а)\х — (4) 

Затем в правой части оставляем без изменения все действительные мно¬ 
жители, т. е. все множители, соответствующие действительным корням. 
Каждый же мнимый множитель вместе с сопряженным ему множителем 
соединяем в один действительный, который будет квадратным многочле¬ 
ном. Таким образом, в правой части (4) все линейные действительные 
множители останутся, а каждая пара сопряженных мнимых множителей 
даст один действительный. Мы видим: 

Всякий многочлен с действительными коэфициентами может быть 
представлен в виде произведения степеней линейных многочленов 
и многочленов второй степени тоже с действительными коэфи- 
циентами. При этом каждому действительному корню соответствует 
линейный множитель в степени его кратности, а каждой паре со¬ 
пряженных корней соответствует квадратный многочлен в степени 
их общей кратности. 

Следовательно, каждый многочлен может быть представлен в такой 
форме: 

/(*)={рх + яУір'х + дУ(р"х + дУ ... (а 9 х 2 + Ь 9 х + с'У 1 
(а*х* + Ь » х с п )Пл и Ла т х 2 ь * х с іу Л " 9 

где коэфициенты множителей все действительны. Правда, множители 
этого разложения более сложны, чем множители разложения (3), но зато 
все они уже действительны. 


§ 74. Рациональная функция. 

Рациональной функцией называется всякая функция, значение которой 
может быть получено, производя над значением ее аргумента и постоян¬ 
ными числами только так называемые рациональные действия, т. е. дей¬ 
ствия сложения, вычитания, умножения, деления и возвышения в це¬ 
лую степень. Такая функция после соответствующих преобразований 
всегда может быть представлена в форме частного двух многочленов. 
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Ниже мы будем предполагать, что эти предварительные преобразования 
для всякой данной функции уже выполнены. Следовательно, будем пред¬ 
полагать, что всякая рациональная функция нам дана в виде отношения 

у(*) 

4>(*) 

некоторых двух многочленов: 

<р(д:) = ОдХ" + а 1 х п ~ л +... + й п -\ х + а п> 

Ф(*) = Ь<>х т 4- Ь у х т - 1 +... + Ь т _уХ+ Ь т . 


Всякое выражение 


?<*) 


(О 


где <р(х) и Цх) — многочлены, называется правильной дробью, если 
степень числителя меньше степени знаменателя. Оно называется 
неправильной дробью, если степень числителя больше или равна 
степени знаменателя. 

Следовательно, из выражений: 

2дг 2 + 1 5х 8 —4аг —9 8 л^ + 1 

3д;54_7л;-3 ’ 3**-12лг-І- 1 ’ 9**-1 

первое есть правильная дробь; два остальных — неправильные дроби. 

Всякое выражение вида 

ах-^ -Ь 

рх + я * 

т. е. всякая рациональная функция, представленная в виде отно¬ 
шения двух линейных многочленов, называется дробной линейной 
функцией. 

Вернемся к общему случаю. Пусть выражение 

И*) 

ФИ 

— неправильная дробь. Разделим многочлен <р(лг) на многочлен ф(лг). 
Если частное и остаток обозначим через ш(х) и (р-, (лг), то получим ра¬ 
венство 

<р(*) = ф(*) ш(х) + Ь( х )- (2) 


Так как степень остатка всегда меньше степени делителя, то степень 
многочлена меньше степени многочлена ф(*). 

Из (1) имеем: 


ф(дг) 


»(■*) 4- 


Ь( х ) 

ф(*) 


( 3 ) 


В правой части первое слагаемое есть многочлен, а второе — правильная 
дробь. Следовательно, 

всякая неправильная дробь всегда может быть представлена 
в виде суммы некоторого многочлена, называемого ее целой ча¬ 
стью, и некоторой уже правильной дроби. 
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Если выражение 


'К*) 

<!>(*) 


— правильная дробь, то и для него имеет 


Чіесто равенство (3), если в нем принять са(л;) = 0 и ср^д:) —<р(лг). По¬ 
этому можно говорить о целой части и правильной дроби, принимая 
эту целую часть равной нулю. 

<К*) 


В частном случае дробное выран&ние 


ФС*)’ 


если его знаменатель 


тождественно равен единице, обращается в многочлен. Поэтому всякий 
многочлен есть частный случай рациональной функции. 


§ 75. Элементарные дроби. 

Среди дробных выражений особого внимания заслуживают элемен¬ 
тарные дроби. 

Элементарной дробью первого рода называется всякое выражение 
вида 

А 

(рх + Я)* ' 

числителем которого служит постоянная величина, а знаменателем — целая 
степень линейного многочлена. 

Элементарной дробью второго рода называется всякое выражение 
вида 

(ах 2 -|- Ьх с) а * 

числителем которого служит линейный многочлен или постоянное, а зна¬ 
менателем— целая положительная степень квадратного многочлена. 

Интегрирование элементарных дробей первого типа легко приво¬ 
дится к интегрированию степенной функции. Мы видели, что хотя и 
сложным путем, но и интегралы от дробей второго типа тоже могут 
быть вычислены (стр. 133). 


§ 76. Разложение рациональной функции на элементарные 

дроби первого типа. 

После всех предыдущих предварительных разъяснений можем перейти 
к доказательству следующей теоремы, основной в теории интегрирования 
рациональных функций. 

Всякая рациональная функция может быть представлена или, 
как принято говорить, может быть разложена на сумму много¬ 
члена и элементарных дробей первого типа. > 

Докажем эту теорему. 

ф(дЛ 

Пусть —данная рациональная функция, представленная как 

частное двух многочленов у(х) и ф(лг). Обозначим через а какой-нибудь 
из корней знаменателя ф(л), через п — его кратность. Тогда знаменатель 
ф(лг) может быть представлен в форме: 

ф(л:)=(л: — аУф^л:), 

10 Курс математического анализа, ч. Ш. 


( 1 ) 
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где ф (*■) - некоторый многочлен. Дли дальнейшего важно отметить, 
что этот многочлен заведомо не обращается в нуль при х — а\ 

ф^а) ^ 0. С^) 

Действительно, если бы он обращался в нуль, то число а было бы 
корнем многочлена ф(*) кратности не п , а высшей. 

В частном случае многочлен может оказаться равным постоян¬ 

ному. В этом случае знаменатель приводится к целой степени линейного 
многочлена, и данная рациональная функция будет вида 

<К*) 

(х а) п ' 


В общем случае мы имеем: 

«К*) «к*) 

ф(лг) (х -аГЫх) ' 

Взяв теперь совершенно произвольно какое-нибудь постоянное А, 
мы можем написать равенство 

<р(лг) _ А _ А , у(х) 

(х—аУЧііх) ~~(х а) п ~ (х аУ ” г (х ' 


Приводя к общему знаменателю два последних члена, получим: 

уОО _ А , - Афі(х)+^(х) 

(X аУ^О) (х—а)" ^ (х-ауф^х) 

Это равенство справедливо, каково бы ни было А. Посмотрим, нельзя 
ли его выбрать гак, чтобы числитель второй дроби, т. е. многочлен 

— Лф 1 (д:)-|-(р(л), (4) 

делился без остатка на х -а. Если бы это оказалось возможным, то 
дробь приняла бы более простой вид после сокращения на х — а. 

По теореме Безу, чтобы многочлен делился на х - а без остатка, 
необходимо и достаточно, чтобы число а было корнем этого многочлена. 
Следовательно, чтобы многочлен (4) делился на х —в без остатка, необ¬ 
ходимо и достаточно выбрать А так, чтобы имело место равенство 


откуда 


— і4ф,(в) + «р(а) — 0, 


А 


Ч(а) 

'Ш ' 


(5) 


Мы видим, что желаемое А можно найти, потому что ф,(а)т=0. 

Предположим же, чго в (3) мы взяли А не произвольно, а таким, 
как оно определяется равенством (5). Тогда выражение (4) делится на 
л :—а без остатка. Обозначая частное через у^х): 


™ (х- а) 


где ^ ] (х)—некоторый многочлен, из (3) мы получим следующее равен¬ 
ство, которое формулируем как первую лемму. 
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Первая лемма. Если многочлен ф,(х) не обращается в нуль 
при хкв, то всегда можно найти такое вполне определенное 
постоянное А, что 


?(*) — А I_ Уі(*) _ 

(х —в)" ф,(х) (х—а)" “ (X — а)”-у г (х) ' 


где (р^х) — некоторый многочлен. 

Но к выражению 


их) 

(х-ау-іф^х) 


( 6 ) 


мы можем применить ту же лемму. Применяв ее, получим равенство: 


и*) 




(х-ау-’ф^х) (х--ву-і 1 (х-ву- 3 ф,(х) ’ 

где /4, -некоторое постоянное, а <р 2 (х) -некоторый многочлен. 

Теперь к выражению до мы опять можем применить ту 

же лемму. 1 

Применим же эту лемму последовательно несколько раз. Обозначая 
через 

А• А^, А ,,.... А пі 

соответствующие постоянные, а через 

<?](*)> ? 2 (х),... , %(х) 


‘—соответствующие многочлены, мы получим равенства: 

»(*) _ А , у,(х) 

(х л)*ф 1 (х) (х а)" (х-ау-’ф^х)’ 

Уі(*) . _ А г , <р 2 (х) 

(х—в) я “ 1 ф 1 (х) '(х -ау-ч 1 (X в) я_г ф,(х)’ 

Ъ(*) . = Л г , их) 

(х- ау-гф^х) (х -аУ~ г ^(х-ау-зф/х)' 


Уя-гН _ А*-г I 

(х-аУф^х) (х—а) г ^ (х-а)ф,(х) ’ 

У— і(*) _ А„_ , , <р,(х) 

(х—в) ф г (х) х -а _Г фі(х) ’ 

Применять дальше нашу лемму уже нельзя, потому что в знамена¬ 
теле последней дроби нет множителя (х— а). 

Сложим все равенства (7). После очевидных сокращений получим 
некоторое равенство. Для удобства дальнейшего обозначим в нем много- 
^ лен <р„(х) через ^(х). Тогда получим вторую лемму. 
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Вторая лемма. Если »(*) и ф(х) — многочлены и а —корень 
п-й кратности многочлена’ ф(х), то всегда существуют такие 
постоянные А, А ѵ А ѵ ..., А^, что имеет место равенство 

*(-*) __*(*)__ А , _ А\ _, 

ф(х) (х—а) п }і(х) (х — а) п ~ г (х—а) п ~*~ г 

! А<і ■ I I ^л«-4 I /о\ 

' (х — а) п ~ г (дг — а) 2 л — а ^ ф,(*) ’ к * 


где <?і(х) — некоторый вполне определенный многочлен. 

Постоянные А, А ѵ . ., А„-\ называются коэфициентами разложения. 
Выражение 


А Аі 

(д:—о)“ ' (ж — в) 4-1 ' (х — а) п ~ 2 ’ т" 

называется полярной частью данной функции , 


щей корню а. 

Обозначая эту полярную часть через Р а , равенство 
писать в такой форме: 


Ап — і 
(* —«) 


(9) 


соответствую- 


(8) можем пере- 


?(*) __ *(•*) | ФіИ 

<К*) в “ Г ф І (х) ‘ 


( 10 ) 


Если теперь Ь — корень кратности т знаменателя і 1 (а), так что 

<!Ч(*)=(* ~Ь) т их). 

Ь( х ) 


то таким же образом мы можем разложить и дробь 
правой части (10). Тогда она представится в форме: 
9і(*) 

ф,(дг) {х-Ь) т и*) 


Ч*У 


стоящую в 


Уі(*) =Р I ъо*) 

ы*) ' 


где полярная часть, соответствующая корню Ь. 

В общем случае предположим, что знаменатель ф(дг) данной рацио^ 
нальной дроби имеет т не равных между собой корней 


а , Ь , с, ..А, I 

соответственно кратности 

а, 0, у, ..., %, 1. 

Тогда многочлен г |(л:) представится в такой форме: 

ф(лО==а 0 (* *“ а У( х — Ь)Ъ{х — с)ч ,.. (х — А) ѵ (х — /)\ 
Пусть для сокращения письма 

ф(*)=(* — а)*фі(д:) ( 

Фі (х)=*(х-ЬУМх), 

$ 2 (х) = (х — с)тЬ г (х), 


= ~ Ь) х $ п -Л*)> 
Ф„-і (*)=(*-0 х 'К и). 
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где последний многочлен ф т (х) при этом вырождается в постоянное а 0 . 
Применяя несколько раз вторую лемму, имеем равенства 

_?(•*)_ А - А 1 . А г _, . ъ(х) 

(х — а) 4 '^(л:) (а — а)" ‘ (а — а) 1-1 ' 1 ” " ’ (а — а) ~ 1 ~ ф,(х) ’ 

_ *Р](Х) __ ^ _[_ ^ 1 _г I ^ 3 - 7 | 

(х-ЬУ%(х) ~ (а - ЬУ^~ (х - ЬУ-^ ' Г (х-Ь)~ г Ф,(а) ’ 

«Р*(*) с , с л , | Ч-і | ?«(■*) 

(*- <0 Т Ф,(*) (* ~ с) т + (* - ‘Г 1 + ' • ‘ + (* - с)^ ф,(л) ’ 


Чт-ііх) 


(х -А) х <!>„_,(*) (х~ку (х — ку 
«Р *-1 (*) _ 1 I ^1 


^_|_ I I *,-! I Уія-іС*) 

— *Ѵ‘-і~ г * ' • "Г <Ѵ — 


“К 


(х_ ІУ Ф м (*) (х — 0 х (лг-/)*-! 

— какие-то ми 
іства. Последѵ 

ѴЛх)_Ѵ т (х) 


(х - к)' ^ т _ г {х) ’ 
| ^Х-1 | Ѵт( Х ) 

с-1)~Г$ я іхУ 


где ^(а), <р 2 (лс).ф т (х) — какие-то многочлены. 

Складываем все эти равенства. Последний член 


Ы х ) а о 

есть многочлен. В частном случае он может оказаться равным нулю. Его 
обозначим через Р(х) и поставим на первое место. Получается 
Теорема. Если $(*) и ф(я) — многочлены и если 

Ф(а) в а 0 (х — а)* (А- — 6)’ (а — су ... (а — 1)\ (11) 

то рациональная функция всегда может быть представлена 

в следующей форме: 

Ф) 

ф(х) 


фМ _р/уч I А I А г I I і 

Л/дсІ * (х — аѴ^Іх — ЙІ«- 1 Т,,,Т (х — а)~ 


+ 


(а — ау ‘ (а— а) 
В В г 


^ (х — ЬѴ~ і * ’ ‘ **“ (а— бИ 


(х-ЬУ • (А -Ь) 

"^(і — —с)*" 1 ^'"'іх — гг 


®?-і 
(А-6) 

Е» 

(А —С) 


( 12 ) 




Ц.-і 


II *•»- -1- I ~>- 1 

“(а — /)^(*-()> -і — 


(х-1)' 


где Да) —многочлен, являющийся целой частью разлагаемой 
функции, и 

4, Л 1 , .... 4 а _ 1 , В , ..., В ? _], 

-«^постоянные, называемые коэфяциенгамн разложения. 

Если данная дробь правильная, то многочлен Г(а), очевидно, 

тождественно равен нулю. 
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Разложение (12) имеет место при всяких корнях как действительных» 
так и мнимых. Коэфиаиенты при х во всех линейных множителях 
(11) равны единице. В приложениях они часто даются отличными ог 
единицы. 

Пусть рх-\-д - линейный множитель, стоящий н знаменателей неко- 

п 

горой степени. Тогда этому множителю соответствует корень —- , по¬ 
тому что; Р 

Полярная часть, соответствующая этому корню, будет состоять из суммы 
дробей типа 

А' А'рА 

Полагая Л — /Ѵ/Л получим дробь типа: 

Л 

Следовательно, при разложении рациональной дроби всегда можно зна¬ 
менатели полярных частей брать в той форме, в которой они стоят 
в знаменателе данной функции. Так, например, если 

_ *(х) _ 

(3*4-1)* (2* + 5)»(7лг+ 8) 


— данная рациональная функция, то согласно теореме всегда можно найти 
такие постоянные А, В, С,..чтобы имело место равейство: 


Ф(*) 


(3*4-1)®(2*- 


ь 5)47*4- 8) 

с , о 


= ПХ) 


В 


,-Ь 


(з*4-і)* 1 (3*-м) 2 
Е , К 


3*4-1 г ("2* т 5)* ^ (2х 4 5) ^ 7* + 8 ’ 


где Д*) - многочлен, равный целой части левой части, если она не¬ 
правильная дробь, и равный нулю, если она правильная дробь. 


§ 77. Интегрирование рациональной функции в случае 
действительных корней знаменателя. 

Разложением рациональной функции на элементарные дроби первого 
типа мы можем воспользоваться для вычисления ее интеграла в том 
случае, когда все корни знаменателя действительны. В самом деле, если 
нопрежнему: 

']>( х) —(х «)*(* -/>)•.,.(* ()\ 
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то, как ми видели, 


-})(*) ПХ) 1 (х-аУ 


. Ч- А *-- я —У — а ~ 1 -і- 
п (лг-а)*^ (дг— а) ' 


В 


•+- 


(х -&)■ 


ЛІ » 


+ 


в* 


-2 


В 


?-1 


Сдг ЬУ 1 (.гг -Ь) ' 


О) 


Пусть 


1 (Х~ 0 к 
^ Р(х) йх 


4 ~■ • • 4 


'Х -2 


и 


г-і 


(х-I)* 1 (х-1) 
Ф{х)^С. 


Так как Р(х) многочлен, то интеграл Ф(х) от него мы всегда без 
труда можем вычислить. По теореме об интеграле суммы из (1) имеем: 

Ш<іх 
) <К*) 

- 4 - А^2_ і. Аі _ і1п \ х _ а \ 


ф( X) 


(я- - 1 ) (л:—а ) 1-1 
В 

(р 1)(лг-^-> 


(X—а) 

В ѵ 


Э-2 


(■ х-Ь) 


-В.^\п\х 


ь\-у 


( 2 ) 


і 

0.-1 )(х-іу-' 


Огн!) Іп і-ѵ -/і -! С, 


и интеграл от 77 — вычислен. Следовательно, 
ф(лг) 

в случае действительных корней знаменателя интеграл от вся¬ 
кой рациональной функции всегда может быть вычислен разложе¬ 
нием ее на элементарные дроби первого типа. 

НоХдаже и для случая действительных корней знаменателя мы задачу 
об интегрировании рациональной функции не можем еще считать решен¬ 
ной окончательно, потому что для этого предварительно надо разложить 
рациональную функцию на элементарные дроби. Очевидно, одно дело 
доказать возможность такого разложения и совсем иное дело фактически 
произвести такое разложение, т. е. вычислить коэфициенты А, 

Чтобы разложить рациональную функцию на элементарные дроби, 
прежде всего необходимо знать корни ее знаменателя. Высшая алгебра учит, 
каких можно вычислить в каждом случае с желаемой степенью точности. 
Поэтому, считая в задачу о вычислении корней задачей высшей алгебры, 
мы ниже будем предполагать эти корни уже известными. 

Если степень числителя у(х) выше или'равна степени знаменателя ф(*), 
то, произведя деление <р(лг) на $(х) и вычислив частное м(лг) и остаток 
ср 1 (.лс), мы данную рациональную функцию можем представить в виде 







где 


Ы*) 

ф(лг) 


уже правильная дробь. Поэтому будем предполагать, что дан¬ 
ная рациональная функция уже приведена к правильной дроби. 

Существует несколько методов для вычисления коэфициентов разло¬ 
жения. Из них здесь мы рассмотрим три. 


Пусть 


§ 78. Метод диференцирования. 

у(х) 


/(*) = 


(лг-аУф^дг) 


— данная ришюнальная функция. 

Предполагая ее правильной дробью, мы согласно второй лемме имеем: 

-йй_- * . А , , , V ,(іМ 


(х) (х—а) а ' (х -а ) а ~ 1 ” г ’' 

Умножая на ( х —а) я , получаем: 

^-Г-«) + — • (2) 


ш 

где многочлен ф 1 (лг) не обращается в нуль при х—а. 
Обозначая левую часть (2) через ш(дг): 

•«“да 


(31 


и полагая х а — к> лг —^— л —[— Л, заменим во (2) х через & -(- А. Получим 

®{а + Іі) = А-\-кА 1 -\-*і і А 2 + ... +*"-М я і -'гЬ п ' Рт ^^ - (4) 

Фі(в к) 

В то же время по строке Тейлора 


и(а + А) = ш(а) Ы(а) + ... _|_ л я - і ■ 

, »С)(а + ^) 

+ А пі 


(5) 


где остаток взят в форме Лагранжа. • 

Сравнивая коэфициенты при одинаковых степенях у к в правых ча¬ 
стях (4) и (5), заключаем, что 

4 = ад, 4,=-^ - _» м - ,, (.) 


и вообще 




1 . Ая -'~ оГ-П! * 

(в(*) (а) 


к\ 


(б) 


Принимая во внимание (3). мы видим: чтобы вычислить Л надо вы¬ 
ражение 

ф(х\ 

(7) 


?(*) 

■ш 
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продиференцировать к раз и в полученной производной положить х 
Поэтому равенство (6) можно записать так: 


А / ж = а йЧ'&х) 

* к\ / 

при разложении рациональной функции 

<?(*) 


знаиенатель которой имеет а корнем кратности я, коэфициенты 
полярной части 

^ і ^1 і 

(х— а)" а)"- 1 х^а ’ 


соответствующей этому корню а, могут быть вычислены диферен- 
цированием соответственное число раз выражения: 

( 9 ) 

фі(*) 

по формуле: 



Так как а — произвольно взятый корень знаменателя, то таким же 
путем могут быть вычислены и все остальные коэфициенты разложения. 

Этот способ вычисления коэфицнентов можно назвать методом дифе- 
ренцирования. Несмотря на свою теоретическую простоту, ясно, что он 
мало пригоден для фактического вычисления, потому что уже производ¬ 
ная первого порядка от выражения (9) достаточно сложна: 

А / ?(*) \ Фі(*) ?'(*) — <рО) Ф',С*) 

ах \^(х)} ~ 

Сложность второй производной, а тем более следующих, очевидна. 

К этому еще прибавляется то, что по существу вычисление всех этих 
производных являетсяч непродуктивной затратой времени и труда, потому 
что в конце концов нам нужны не сами производные, 
а только их значения при х = а. 

Таким образом, для практических целей метод диференцирования мало 
пригоден. Необходимо искать другие методы. 

Метод диференцирования прилагается очень легко только в двух 
случаях: или когда все мЬрни знаменателя простые; или когда знаменатель 
имеет только один корень любой кратности, т. е. когда данная рацио- 
нальная функция вида 

?(*) 

(х — а) п 
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Рассмотрим сначала этот второй случай. Согласно общей теореме 


_ Ял л ; і з і і 

и — «>“ ^ (л — о)" ' (х — а)" -1 1 " ‘ 1 (а— а)’ 

ѵі в правой части больше никаких членов нет. Отсюда 

у(х) — А -і- А 1 (х — . -}- А а _і (х — а) я "> -}-(х — аУ'Ріх). 

Полагая а —а-|-й, получим: 

(р(а4-й) -т:Д + А^4,4-АМ,+‘... -}_А«-М я ,,-}-А л / :, (а4-А). 

Располагая левую часть по степеням А и сравнивая коэфициенты при 

одинаковых степенях к, вычислим А, А г .Л л-1 и многочлен Г(х). 

Пусть, например, требуется вычислить интеграл 


Г 4а 8 — 5лг -]- 7 
3 (2лг — 1 ) 10 ' 


Полагая 


найдем, что 


1— к, х — '~ 2"^~~2 ’ 


.7 *№ 


4- Л )^5І-+- Л + 7 


4а 3 — 5x^-7 _ \ 2 I 2 1 _ 

(2а— I) 10 ^ Аі° “ 

_10 — 2А + ЗА*-}-А 3 _ 5 1.3,1 

2к г0 ~~~ к і0 к 0 2к ч ~^ 2к~ ' 

Заменяя опять к через 2х —1, получим 
4 а 3 — 5х 7 _ 5 1 , 3 , 1 

~(2 а — 1 ) 10 — (2дг — 1)’° ~ (2^Т)« ~ 2 (2 а~~- I) 8 2 (2а — 1 У ’ 


а потому 


Г 4а”’ — 5а -I- 7 
] (2а— 1)і° Лх — 


18(2а— I) 9 


1 16 (2а — 1 ) 8 28 (2а — 1 У 24(2а— 1)« 1 

н интеграл вычислен. 

Рассмотрим теперь случай, когда знаменатель выражения 


имеет только простые корни. Пусть 

ф(*) = <і 0 (* — а)(х — Ь)(х — с) ... и — /), 
Предполагая дробь правильной, имеем: 

<р(л:)_ А , В С , , К 

ѣ(л:) х ' л* с. 1 * * ’ / ’ 
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О гею да 


90)1* а) 

фр) 


- «(А Аь-А)- 


Пусть х стремится к а. В пределе имеем: 

Второй множитель в пределе имеет неопределенный вид. Применяя пра¬ 
вило Лопиталя, найдем 

л-= У( д > 

♦'(а)’ 

Очевидно, что 

и __ ?(*) г _9( с ) 

*'(*)' 'Ъ'(с)' 

Теперь из (1) получаем 

ур) _ ?Р) г У(^) , I_Ч»(0 


фр) ф'(а)р—а) 1 \\Ь) р— Ь ) 


“Г 


Ф’СОР-О 


и левая часть разложена на элементарные дроби. 
Пусть, напри мер, требуется вычислить интеграл 


В данном случае 
а потому 


0=ге±і*г. 

] X 3 — X 


X 3 ■ - ЛГ —*(* 1)0 1), 


2л 2 "I - 1 А | 

• = 'Л 


г» — 


В , С 

~г: 


х — 1 ‘ *+1 


Полагай 


имеем 


ф(А') = 2х 2 -[ - 1 , ф( х) =а 3 - х, ф'р) — За 3 — 1, 


_ 9(0) 


ф»(0)' 


1, 8=*!> 3 


?(-!)_!. 
да-2’ С “ф'(-1)-'2' 


а потому 




х 1 2(х 1) 1 20+1)} 

3 
2 


= - 1п 1*1 +-й 1п |х г -1| + С. 


( 12 ) 


§ 79. Метод произвольных значений. 

Сущность этого метода легко выясняется на примере. Пусть тре¬ 


буется вычислить интеграл 
0 = 


-I 


* 2 + 6 


(* 4" З) 2 (2* + 1) 


(ІХ. 


( 1 ) 
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Согласно общей теории пишем: 

б / А . В , С 
(* + 3) т (2л;+1) (* + ЗУ» + (х + 3) + 2* + 1 ‘ 


( 2 ) 


Приводя к общему знаменателю и приравнивая затем числителей, полу¬ 
чаем 

& + 6 = А(2х+1) + В(х + 3)(2х+1)+С(х + а)К (3) 

Это равенство должно иметь место при всяком х . Если мы в нем при¬ 
мем х равным, например, 7, то получим уравнение между неизвест¬ 
ными Л, В , С. Поэтому, так как у нас три неизвестных, то дадим х 
произвольно три каких-нибудь значения. Получим три уравнения первой 
степени относительно А, В , С. Решив эти уравнения, найдем неизве¬ 
стные. 

Конечно, естественно для х выбирать такие значения, чтобы вычисления 
были по возможности просты. В нашем случае, полагая х последова¬ 
тельно равным 0,1 и —1, получим три следующих уравнения: 

Л + ЗВ^-9С=6, 

ЗЛ 4-125 + 160=7, 

— А-2В-\- 4С— 7. 

из которых найдем: 

А — —3, В —О, 

Следовательно, 

и интеграл вычислен. 

Когда для определения коэфидиентов разложения в соответст¬ 
вующем равенстве дают переменному столько произвольно выбран¬ 
ных значений» сколько коэфидиентов разложения» то говорят» что 
применяют метод произвольных значений. 

Этот метод всегда ведет к цели, хотя обычно сопровождается длин¬ 
ными вычислениями. Они сокращаются, если значения для х удачно вы¬ 
браны. Этот выбор сам собой напрашивается в том случае, который 
необходимо отметить, когда все корни а г , а 2 ....,а л знаменателя ф(*) 
простые, так что: 

ФОО = (аг —- (х — а г ). . . (х — а п ). 


* 2 + 6 


3)*(2*-И) 


йх 


=11 


—3 


(дг-{-3) 2 Г 2х 


К 




В этом случае, предполагая данную дробь 


; правильной, имеем: 


__ ^1 I А 2 

(* — «і) (X — «,)• • •(■* — а п )~ X — X -а, 


А 


Х ~ а п 


(4) 
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Чтобы вычислить А г , помножаем обе части равенства на х- а ѵ 
Тогда в левой части этот множитель в знаменателе сократится, и мы по¬ 
лучим равенство: 




(х — а 2 ) (х я 3 )... (х — а п ) 


= /» 1 + (лг—а,) 


«2 



Полагая в нем х = а 1% найдем: 




(«і — а 2 ) (а, — а 3 )... («, — а„) 


= А, 


и постоянное вычислено. На практике равенство (5) можно, конечно, 
не писать, потому что, смотря на (4), его нетрудно мысленно представить. 
Умножая мысленно (4) на х — а 2 и полагая затем х = а 2У найдем: 


<р(До) 


= А, 


(«а ~ «і) («г - Д 8 ) • • • («г - а п)' 
и т. д. Помножая, наконец, на х — а п и полагая х — а п > получим: 




(°п °і)( в п а з) • • • ( а п в я-і) 


—А. 


ѵі все коэфициенты разложения вычислены. 

Пусть, например, требуется вычислить интеграл 


2х + 3 


Пишем 


° |(2х-1)(х+1)(х-4) 

2х-\-Ъ 


іх. 


(2*-!)(* + !)(*-4) 


2х — 1 ' 1 ~;с — 4 1 


Помножая мысленно на 2лс—1 и полагая дг=—, найдем 


А = 


16 


— 1-— \ 
2 \ 2 } 


21 


Помножая на х-{-\ и полагая х~ — 1, получим: 

в - 1 - 1 
— 3— б 15* 

Таким же путем найдем: 


г—11-11 
7-5~35 


Теперь имеем: 

о 1 


-л- 


16 


11 


21 


(2х — 1) ^15(лс1) 1 35(лг —4 )І 


} (іх= 


._, Л , 1 . , . . И 
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Следователию, можно дать 

Правило . При вычислении коэфнциентов разложения полезно 
переменному давать значения, равные корням знаменателя. 

Это полезно и в том случае, когда не все корни простые. Пусть, 
ннпример> требуется вычислить интеграл: 


О 


Зх 2 + 1 

(х — п* А ' 


«>) 


Знаменатель равен (х 1 ) :і (х — I) 3 , а потому пишем: 

Зх 2 -(-1 __ А , В , С 

(х— 1)»(х-{-1)»~(х I) 3 1 (х -I) 2 1 (х 1)’ Г 

а , В г 

1 (х+Ір^х+І^Сх+І)- } 

После приведения к общему знаменателю получим 

Зх 2 + 1 = А (х+ 1)» + В(х + 1) 3 (х— 1) + С(х-р 1 Жх 1 ) 2 - г 

+ 0(х 1) 3 + /?(х - 1) 3 (х4-1)4- Р(х - 1) 3 (х-|-1) 2 . (8) 

Полагая х—1 их-; 1, найдем 

Л=4, 0= I . (91 

Два коэфициента вычислены. Чтобы вычислить остальные, даем л* 
значение нуль. Получим уравнение: 

А В + С- О (10) 

Необходимо получить еще три уравнения. 

Дать х значение нуль — значит в многочленах, стоящих в правой 
и левой частях равенства (8), сравнить свободные члены. Полезно также 
всегда сравнивать коэфициенты при наивысших степенях переменного. 

В правой части равенства (8) стоит, как нетрудно видеть, многочлен 
пятой степени. Коэфициент при л: 5 легко найти. Приравнивая его коэфи- 
циенту при той же степени в левой части, получим уравнение 

С-\-Р= 0. (11) 

Чтобы получить еще два уравнения, можно было бы просто дать х 
в (8) два каких-нибудь значения. Но лучше поступить так: продиферен- 
цируем равенство (8) и после диференцирования положим х равным 
одному из корней знаменателя, в нашем случае равным -рі или —1. 
При этом заметим, что фактически нет нужды диференцировать все 
члены. Действительно, если мы имеем член вида: 

{х — а) к ш(х), А> 1 

и после диференцирования мы должны положить х = а, то ясно, что мы 
получим нуль. Вообще, если после диференцирования будет принято 

х — а , то те члены, в которые х — а входит в некоторой степени, 
можно и не писать. 
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Диференцируем же равенство (3) с целью, чтобы после диференцн- 
ронания положить х — 1. Поэтому при диференцировании выписываем 
только те члены, в которые (х — 1) не входит общим множителем. По¬ 
лучим: 

6* = ЪА(х -і- 1 ) 2 -}- В (л- 1 )» 4- ... 


Полагая здесь л:— 1, найдем: 

\2А -}-8В==6. (12) 

Диференцируем теперь (8), чтобы потом положить х—- 1. Поэтому 
члены, содержащие х-)-1 множителем, не выписываем. Найдем 

6л:--30(л: - I) 3 -\-Е(х 1)*4- ... 

Полагая х— 1, получим: 

120- 8 Е= б. (13) 


Теперь из (9), (10), (11). (12), (13) -из шести уравнений -найдем 
Д = 0==-— -І-. В — С^ Е = Р=0. 

2 2 і 


а потому 


5(5 ’і)»^“5{2(х -1)3' '2(дг+1)»} 


1)3 2 (х- 

1 . _ х 


Ах ■■ 


4(л: -1)3 : 4(лг-' г 1) 2 1 


\гС= — 


(*• I) 2 


-'-С. 


(14) 


§ 80. Метод сравнения коэфициентов. 


Вычислим интеграл 



4.x 4 -)- 16.x 3 -(- 1 7х % -4- 6л: 
(2.x + 3)3 (х 4-1) 


йх. 


( 1 ) 


Знаменатель — третьей степени, числитель—четвертой. Следовательно, це 
лая часть есть некоторый многочлен первой степени. Поэтому пишем: 


4* 4 -[- Іблг® + 1 1х % -Ц— блг_ 

; (2л: !-3)3(дг+1) “ 

— Ах-'-В - 1 - С _—- 1 —— 

11 (2лг-(- З) 2 ' (2лг-;-3) 1 х 1 


Приводим к общему знаменателю и приравниваем числителей: 

4лг* 4-1 блс 3 -|- 17^ 2 4- 6х = (Ах 4- В) (2х + 3) а (лг -|- 1) С(х 1) 

+ О (2л: 4-3) (л: 4-1) 4-Д (2.x 4-З) 2 . 


В правой части раскрываем скобки и располагаем по степеням х: 

4х*-\- 16л^ -|- 17лс а 4-6лс=4Ах 4 -і-(16Д 4Д)л: я -| • , 

4- (21Д -)- 165 20 4- 4Е) х 2 -}- (9Л 4- 21В С-|- 50 -|- 12 Е)х 4~ 

4-(9В + С+304-9Я). 
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Коэфициенты при одних и тех же степенях х в гой и другой части 
должны быть равны. Приравнивая их, получим уравнения: 

4Л = 4; 16Л + 45=16; 

21А + 16В 25+ 45= 17; 

9Л 215 + С+ 55 + 125 = 6; 

95+ С4-35 + 95 = 0. 

Числом их столько же, сколько неизвестных постоянных. Решая их. 
найдем: 

А = 1, 5 = 0, С=9, 5 = 0, Е = — \, 

а потому 

Г 4х і -\- Ібаг 8 -)- \7х 2 4- бл: Г/ . 9 1 

] (2*+3)»(*+1) Лг “1г + (2д; + 3)« х+і}**-. 

= Т'2 (2* + 3) - ,п 1 11 + С. (3) 

Когда для вычисления коэфициентов разложения сравнивают 
коэфициенты при одинаковых степенях неизвестного, то говорят, 
что применяют метод сравнения коэфициентов. 

Следовательно, интеграл (1) вычислен методом сравнения коэфици¬ 
ентов. 


§ 81, Сравнение методов. 

Мы рассмотрели три метода: метод диференцирования, метод произ¬ 
вольных значений и метод сравнения коэфициентов. Какой же из них 
предпочесть на практике? 

Первый метод, метод диференцирования, имеет большое значение при 
теоретических исследованиях, но на практике он ведет к длинным вы¬ 
числениям, а потому естественно отпадает. Он с выгодой применяется 
только в том частном случае, когда данная функция имеет вид: 

«к*) 

{х-аГ' г 

Тогда искомое разложение получается быстро. Полагая х — а = Н, 
х = а-\-Н, мы имеем: 

<К*) __ у(а + А) 4 + 4* + ••• -\-А л Н щ 

(д : — а) п Н п Н п 

и разложение получено. 

Из двух остальных методов предпочтение того или другого зависит 
от личного вкуса. Метод сравнения коэфициентов спокоен. Он требует 
только механического выполнения определенных действий. В этом отно¬ 
шении метод произвольных значений требует большого напряжения вни¬ 
мания, но зато он не требует раскрытия скобок. Во всяком случае, если 
все корни простые, то он имеет неоспоримое преимущество на практике, 
и в этом случае всегда надо пользоваться им. 
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Если данная рациональная функция — неправильная дробь, то, как 
правило, предпочтительней сначала простым делением исключить ее целую 
часть. Но можно поступать и так, как мы поступили при вычислении 
интеграла (1) на стр. 159. 

Читателю рекомендуется для полного овладения указанными методами 
решить несколько задач обоими методами: методом произвольных значе¬ 
ний и методом сравнения коэфициентов. 


&І2 ./ Интегрирование 

іі^усть поі^)ежнему 


рациональных функций в случае мнимых 
корней знаменателя. 

<?(*) 


ф(*) 


|шая рациональная функция, но предположим, что среди корней ее 
знаменателя есть не только действительные, но и мнимые, которые, так 
как "все коэфициенты многочлена ф(лг) действительны, необходимо по¬ 
парно сопряжены и одной и той же кратности. Мы видели (стр. 143), 
что в таком случае знаменатель может быть представлен в виде произ¬ 
ведения линейных множителей и множителей второй степени: 

ф(лг) = (л; — а)*(х — Ь)Ѵ ... + 


где каждый линейный множитель соответствует действительному корню, 
& каждый квадратный трехчлен — паре сопряженных мнимых корней. 
Пусть 

=/> + ?*- и х г~Р Ч 1 (1). 

— какая-нибудь пара сопряженных корней знаменателя ф(лг) кратности я, 
и пусть ах*-\-Ьх-\-с — множитель, соответствующий этим корням. В та¬ 
ком случае 

ФО) = (ах 2 + Ьх + с) п ф,0). (2) 

где ф/лг) — произведение всех остальных множителей. Ясно, что ф^д;) — 
некоторый многочлен тоже с действительными коэфициентами, заведомо 
не обращающийся в нуль при х — х л и при х = х 2 : 

Заметив это, рассмотрим данную функцию 

<рР)__ ч>Р) 

ФО) (ах 2 + Ьх + с)" ф,р) ‘ 


( 3 ) 

(4) 


Каковы бы ни были постоянные М и N. мы можем написать равенство: 

<рр) _ Мх ЛГ Мх ' 

(ах 2 -}- Ьх + с) я ф,0) (ах 2 -|- &с 4 * с )" (ах 2 -\-Ьх-\- с) п ' 

і _?Р)_ Мх^-И . ур) — (Л*лг+Л0ф,р) 

‘ (ах 2 -\-Ьх-\-с) п ф,р) (ах 2 -\-Ьх-\-с) яЧг (ах 2 -\-Ьх-\-с) п ф 3 р) 

. Посмотрим, нельзя ли подобрать М н N так, чтобы числитель вто¬ 
рой дроби 

<рР) — (&х Н- Л/) ф,р) (6) 
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делился нацело на квадратный трехчлен в скобках* Так как 
ах 2 Ьх с — а(х — х г ) (х — х 2 ), 


то для этого достаточно и необходимо, чтобы числитель-(б) делился без 
остатка как на х — х х , так и на х — х 2 , т. е. по теореме Безу необ¬ 
ходимо и достаточно, чтобы х г и х 2 были его корнями. Следовательно, 
мы должны исследовать, можно ли подобрать М и N так, чтобы одно¬ 
временно иметь равенства: 


(ре*,) — (МХі + АО <!>,(*,) = О, 

у(х 2 ) — (Мх г + М) ф 3 (ж г ) = 0. 


Перепишем их в такой форме: 


Мх + АГ= 


?(*і) 


где 

Пусть 


Мх 3 + АГ= 


У(*г) 

ФіС**) 


*і=Р + ЯІ< *2=Р-Я 1 


»(*і) __ ЧІР+Яі) 

Ф:( х і) Фі(Р + ^) 




( 8 ) 


(9) 


Относительно Р и ф нам достаточно только знать, что они некото¬ 
рые действительные числа. 

Так как коэфициенты многочленов <р(л;) и ф.(х) действительны, то 
у(х) 

если мы в выражении заменим х двумя сопряженными значениями, 


тогда полученные результаты должны быть тоже сопряженны. Поэтому 
рядом с равенством (9) необходимо будем иметь равенство: 


?(*») _ чСр-М =Р гн 
ФіЮ Фі(р-^ 0 ѵ 


( 10 ) 


Теперь равенства (8) можно переписать в такой форме: 

М(р-\-ді)-\-Ы=Р-\- 01, 

ЛЦр — д1)+Нс=Р — 01. 


Складывая и вычитая их, получим: 

Мр-{-Ы=Р, 

Мд = 0, 

откуда 

М-—, М=Р-^-. (II) 

Я Я 

Оказывается, что желаемые М и N можно найти. Важно отметить, 
что получаемые для них значения действительны. 
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Взяв М и N такими, как они определяются равенствами (11), мы 
из (5) получим: 

?(*) _ Мх-\-М Уі (ж) _ 

(аде ®+Ьх + сГ ф,(дс) (ах* -\-Ьх-\- с) л (ах* + Ьх + с ?~ 1 ф,(*) ’ { } 


где 


Фі00 = 


у(лг)-(М*4-ЛГ) 
ах 2 -\-Ьх -\-с ’ 


(13) 


причем числитель правой части делится на знаменатель без остатка, 
а потому ^(лг)—многочлен. Получается 

Лемма. Если <р(х) и § г (х) — многочлены с действительными коз- 
фициентами и если квадратный трехчлен ах 2 + Ьх+с, тоже с дей¬ 
ствительными коэфициентами, имеет мнимые корни, которые не 
являются корнями многочлена ф,(лс), то всегда можно найти такие 
постоянные М и N и притом действительные, что 

ф(*) __ Мх + Ы ._ <рі(д?) _ 

(ах 2 + Ьх +с)" ф,(л) (ах 2 + йл + с) п (ах 2 -\-Ьх +’ 


где <рі(дс) — некоторый многочлен с действительными коэфициен¬ 
тами. 

Но ту же лемму мы можем применить и ко второму слагаемому пра¬ 
вой части и т. д. Применяя ее несколько раз и Обозначая через Я ква¬ 
дратный трехчлен: 

Я = ах 2 -| -Ьх-\-с, 

получим равенства: 



/?“ 1 


ъ(*) 

М л х + Ы г , 

Фа (■*) 

ѵ-щ* ■)' 

1 

/? я - 2 Фі(дс)’ 

<Ря-*(*) 

_ ^п~і х 4" 

-2 | Фя-]С*> 

Я 2 фі(*)' 

я 2 

' Щ( х ) 

Ф,-і(*). 

_ /М я-1 ЛГ- Ь Л ^я ■ 

п 

-1 | Фя(*) 

.К * 


Сложим эти равенства; получается 

Лемма. Если фі(ж) не обращается в нуль при корнях трех' 
члена, то 


_ у(л) _ Мх-\-К , М\Х+Ы , , 

(ах 2 -|- 6 л:-(-с) я фі(л) Я" Я "- 1 "*"* ••Т 


і -|- № я —і | фп(л) 

- к -+ЙЗ' 


где М, І^я-і —постоянные и у п (х) — некоторый многочлен. 

Мы видим, что каждому квадратному многочлену соответствуют в раз¬ 
ложении элементарные дроби второго типа. 
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Если окажется, что многочлен ^(л:) тоже содержит некоторый мно¬ 
житель второй степени: 

Фі(*) = (а'х* + Ь'х + сТ^лг), 




то выражение , . ѵ 

ФіС*) 

явились бы элементарные дроби вида: 


мы также могли бы разложить, причем у нас по- 


р *х- из* 

. (а'х 2 -(- Ь’х -)- с')* ' 


Теперь ясно, что в разложении рациональной функции каждому дей- 
ствительному корню соответствуют элементарные дроби первого рода, 
а каждой паре сопряженных корней—элементарные дроби второго рода, 
а отсюда вытекает следующая 

Теорема . Если 

(фх) = (х — с)*(х— Ь)1 ... {а'х 2 + Ь'х + с') п ... (а<*>х 2 + +е (А, ) га , 


то рациональная функция 


Ф) 

ф) 

некоторого многочлена, ее целой части, и элементарных 
первого и второго типов по следующей схеме: 


может быть разложена на сумму 

дробей 


-|_2_ I 

~ (х— а)* ' 

^(х —6)^ 


I ^2 I —1 і 

( х — а)*- 1 -г (х —а)*- 2 " 1 " * • ’ ' х—а ' 

В\ , В г , , Щ-і , 

(х—б)?- 1-1 " (х-і)Н + " , + ГІй 1 


■ Ліх Л г * М\Х -{- /V, - - Лі„_,х +ЛГ„_, , 

Тфхі + Ь’х +сУ ■*' (а'х 2 + 6х + Т * * * т (а » + й г х 4 с») -Г 


, Рх+Я , р \х + , , р т -іХ+Я т -і 

(а<*>х 2 +Ь<*)х+с< л )) т (аІ*>х 2 +ьЫх +<**>) т - 1 +м,+ (а<*>х 2 -Н< А >х+с<*>)' 

Но интеграл от каждого слагаемого правой части может быть вычис¬ 
лен, а потому может быть вычислен и интеграл от левой части. 

Вспомнив теперь, что интеграл от элементарной дроби второго рода 
выражается через логарифмические и круговые функции, мы можем вы¬ 
сказать следующее положение, основное в теории интегрирования ра¬ 
циональных функций: 

Интеграл от всякой рациональной функции может быть вычислен. 
В случае только действительных корней знаменателя он выражается 
только через алгебраические функции и логарифмические, к кото¬ 
рым, в случае мнимых корней, присоединяется круговая функция 
аркус-тангенс» 

Для фактического вычисления интеграла рациональной функции ее 
прежде всего необходимо разложить на элементарные дроби, для чего 
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необходимо вычислить коэфициенты разложения. Это их вычисление, как 
и в случае только действительных корней, может быть произведено или 
методом произвольных значений, или методом сравнения коэфициентов. 
Пусть, например, требуется вычислить интеграл 

Г_ пл_4-і _ йх 

3 ( х "Н 3) ( 2х 2 х О 


Вычислим его методом произвольных значений. Согласно 
пишем: 


11л:-|-1 _ А 

(х 3) (2л: 2 —|— х —|— 1) х —|— 3 


I* Вх —|— С 

І 2^2ір^рГ' 


теории 

(14) 


где А, В , С нам пока неизвестны. Приводя (14) к общему знаменателю, 
имеем: 


Пх-\-1=А(2х*-{-х-{-1)-\-(Вх-\-С)(х-\-г). (15) 


Это равенство справедливо при всяком х. Так как у нас три неизве¬ 
стных Л, Я, С, то для определения их нам нужны три уравнения. По¬ 
этому даем х в (15) три каких-нибудь значения, конечно, таких, чтобы 
вычисления были по возможности проще. Полагая, например, сначала 
х = 0, затем х=І и, наконец, *=—1, найдем три уравнения: 


1 = Л + ЗС; 
откуда 
а потому 


12 = 4Л + 4В + 4С; -10 = 2Л-2В + 2С, 
Л =—2; 3 = 4; С= 1, 


Г (11х-\-1)4х _Г I 2 . 4х-\-\ 1 , 

Л* + 3 )( 2*2 + *+ 1 ) ) \ х + Ъ -Г 2 х*+х+\\ аХ 

=—21п | лг —{— 31 —(— іп|2л: 2 + лг+1 14-С. 


Вычислим методом сравнения коэфициентов интеграл 

Г 2л; 3 4-л; 2 + 5л;4-1 . 

](ж* + 3)(**-*+і/ Х - 

Согласно теории пишем , 

2х 3 -\-х і -\-5х-{-'1 _ Ах-\-В . С*дс —/> 

(лс* —(- 3) (лг а —лс -|— 1) х*-\-Ъ ' х 2 —х -\-1 ‘ 

После приведения к общему знаменателю имеем: 

2лг» + дг* + 5лг +1 =* (Ах + В) (х>-х +1) + (Слг + П) (х 2 + 3). 

Раскрываем в правой части скобки и потом располагаем по степе¬ 
ням х. Имеем: 

2х* + х 2 + 5х+1 =(А-\-Ох 2 -\-(-А^ г В-\-П)х 2 -\- 
-\-(А-В-\-Щх-\-В-\-ЪО. 

При одинаковых степенях х коэфициенты правой части равны коэфи- 
ииентам левой. Получаем уравнения: 

А + С= 2; _Л + 54-Д=1; Л-В + ЗС=5; В + 3/)=1, 
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откуда 
а потому 


А= О, В= 1, С=2, 0 = 0, 


Г 2x3 + х * 4- 5х ~Ь 1 а _ Г / 1 I 2х 1 = 

3(^ + 3)(^-дг-}-1) ЙХ -3 \** + з + *«-*+1[ 

=|{^+^ітт+^тт}' <л: = 


= рТ агс ^7? +|п 1 х ’~ х + 1 


2 . 2х— 1 . 


Пусть требуется вычислить интеграл 

' х* 2 х я х 1 -|- х 4-1 

х(& + х 4* *) 2 


Ч : 


йх. 


Корни множителя х 2 -\-х-\*\ мнимы. Поэтому пишем 

х*-\-2хЪ-\~х 2 -\-х-\-\ _ А Вх-\- С . Ох + Е 

х(х 2 \-х-\- 1) 2 х ' (х 2 -\-х-\- іу*'х 2 -\-Х-\- 1 ’ 


Приводя к общему знаменателю и располагая правую часть по сте¬ 
пеням х, имеем 


д4_|_2л: 3 + л: 2 + х+1=Лл^ + (2Л + 0)л: 3 + (ЗЛ + В + П + Е)* 3 -}- 
-\-(2А-{-С-\-0-\-Е)х-{-А + Е. 


Сравнивая коэфициенты при одинаковых степенях х , найдем, что- 


А — 1, В — —2, С=—1, П = 0, Е = 0, 

а потому 

Г—|— 2х 3 —|— х 2 —|— х —[— 1 , Г Же Г (2*+1)Жс 
3 л:(л: 2 —лг —1— I) 2 ) х ](х 2 + х+1) 2 ' 


Во втором интеграле правой части числитель равен производной от 
трехчлена. Поэтому, вычисляя его подстановкой, окончательно найдем, 
что 


1 


х*-)-2х 3 -\-х 2 -\-х -{- 1 , 

дс (лг 2 -}- дг 1) 2 1 


х 2 -{- х -{- 1 


4-с. 


§ 83. Заключение. 

Интеграл от всякой рациональной функция может быть вычи¬ 
слен. 



ГЛАВА ТРИНАДЦАТАЯ 


МЕТОД РАЦИОНАЛИЗАЦИИ. 


Возможность вычислить интеграл от всякой рациональной функции 
дает новый метод интегрирования, так называемый метод рационализации. 


Пусть дан интеграл 

а) 

Полагая * = имеем 



(2) 


Если мы сумеем выбрать функцию ф(^) так, чтобы подъинтегральная 
функция в интеграле правой части (2) была рациональной, то тогда мы 
можем вычислить этот интеграл. Тем самым будет вычислен и интеграл (1). 
В таком случае говорят, что он вычислен методом рационализации. Сле¬ 
довательно, 

метод рационализации заключается в том. что данный интеграл 
вычисляют, преобразовывая его соответствующей подстановкой 
в интеграл от рациональной функция. 

Так, например, если 


0 = 


і 


іх 


то, полагая х — і 2 , имеем 


0 = 2 


і 


йі 


Мы получили интеграл от рациональной функции, а потому мы можем 
его вычислить. Тем самым и данный интеграл будет вычислен методом 
фационализации. Очевидно, что 

Г -= 2 агсі§ Vх-\- С. 

• )Ѵх(\+х) ^ 

Ниже мы рассмотрим ряд классов функций, как алгебраических, так 
и трансцендентных, интегралы ог которых могут быть вычислены мето¬ 
дом рационализации. 


§ 84. Предварительные замечания. 

В дальнейшем под обозначением 

ѵ /(«, V, . .., 

мы постоянно будем різуметъ рациональную функцию от аргументов. 
Следовательно, символ / будет служить символом некоторой совокупности 

167 



только рациональных действий, Т. е. действий сложения, вычитания, 
умножения, деления и возвышения в целую положительную или отрица¬ 
тельную степень. При этом, когда мы говорим о действиях, обозначен¬ 
ных символом /, то мы разумеем те действия, необходимые для построе¬ 
ния функции, которые производятся только над переменными или над 
переменными и постоянными. Но не принимаются во внимание действия, 
производимые только над одними постоянными числами, потому что, если 
такие действия и входят в выражение функции, то числа, получаемые 
в результате их, рассматриваются как данные числа. Например, если 


/(и, ѵ, іа) — 


Ѵъ • Ч 4- (1% 3)гс; 


то /(и, ѵ , чѵ ) —рациональная функция, хотя в правой части мы и видим 
символы извлечения корня и логарифмирования. Но числа 

|/2, ІдЗ, /5 


рассматриваются как уже данные числа, а не как числа, которые еще 
надо найти через соответствующие действия. Если мы их обозначим через 
а, Ь, с, то будем иметь 


/(и, ѵ, ю) 


аи-{-Ьіа 
ѵ-\-с ' 


и ясно, что /(и, ѵ, іа ) — рациональная функция. 

Если в рациональной функции 

/(«, ѵ . іѵ) 

ее аргументы заменить некоторыми функциями 

<ф:), 

то получаемая функция 

/[?(*), <«(*)] <і> 

называется функцией, рациональной относительно функций 

<?(*). ф(дг), т(х). 


Но, конечно, функция (1) как функция переменного х может при 
этом и не быть рациональной. Так, например, если 


то 


/(и, ѵ, іа) 


/($1п х, соз х, е х ) 


_ и 2 2 -р 3 

1 -\-іа 

_ $ІП 2 ЛГ-|-2С05 3 ДГ 

1 + е х 


( 2 ) 


Как функция от х эта функция трансцендентная. Но она рациональна 
относительно функций 


зіп х, соз лс и е х 


( 3 ) 


потому что, чтобы получить ее, над величинами (3) надо производить 
только рациональные действия. 

Для дальнейшего .очень важно отметить, что 
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если как функция 

/{а, ѵ,...,ѵо), 

гак и функции 

?(*)> ФС*). • ■ •, «>(■*) (4> 

все рациональны, то функция 

«(*)] (5> 

как функция от х тоже необходимо рациональная функция. 

Потому что, чтобы получить функцию (5), надо сначала получить 
функции (4). Но эти функции по условию получаются только с помощью 
рациональных действий. Потом над ними надо произвести совокупность 
Действий, обозначенных символом /. Но эти действия тоже рациональны. 
Гаким образом, чтобы получить функцию (5), над х надо производить- 
голько рациональные действия. Следовательно, она рациональна. Так г 
например, если /(и, ѵ) — рациональная функция от и и ѵ, то функции 

-У З+/2 і 7 + 8Л 
7 Ѵ 1 — і ’ 9— і*} 
есть тоже рациональная функция /. 


§ 85. Интегралы типа А« 

Интегралом типа А мы назовем всякий интеграл тина 

Г Л а 

С = \/(*«, х*', ..., х^)Лх 9 

подъинтегральн&я функция которого есть рациональная функция 
от дробных степеней переменного. 

Пусть показатели после приведения их к общему знаменателю соот¬ 
ветственно равны 

т з к 


Тогда имеем 


Г т ± ± 

0=\/(х п ,х п > 


Если произведем теперь подстановку 


X =у п 


то получим 


ду-і/О* у, ...,У)ау. 


В правой части подъинтегральная функция рациональна, а потому" 

интегралы типа А всегда могут быть вычислены методом рацио¬ 
нализации. 

Пусть, например, имеем 


Г х^хах 

^ Х і -\-у /Г Х 2 -)- 


16 » 



Ясно, что, чтобы не иметь дробных показателей, надо принять 


Тогда получим 


Н 


х-у*. 

6у 20 4у 

у 2 *-\-у*+ г 


и интеграл К приведен к интегралу от рациональной функции. Следова¬ 
тельно, его можно вычислить. Но практически это вычисление, очевидно, 
произвести не так-то легко. Сколько времени и труда надо затратить, 
чтобы вычислить с достаточным приближением 24 корня знаменателя, а 
потом разложить на элементарные дроби! По этому поводу заметим, 
что, как правило, метод рационализации приводит к интегралам от слож¬ 
ных рациональных функций. Поэтому в дальнейшем мы часто будем 
ограничиваться только указанием, как интеграл рассматриваемого типа 
может быть приведен к интегралу от рациональной функции, само же 
интегрирование этой функции или не будем производить, или, если и 
будем, то на примерах, подобранных так, чтобы вычисления не были 
очень утомительны. 


§ 86. Интегралы типа В. 

Всякое выражение вида 

ах —|— Ь I 

Іх + Ь ’ 

т. е. всякое частное двух линейных многочленов, называется дробно-ли¬ 
нейной функцией. 

Интегралом типа В мы назовем всякий интеграл вида 



т. е. всякий интеграл от функции, рациональной относительно пе¬ 
ременного х и относительно дробных степеней одной и той же 
дробной линейной функции. 

Например, интеграл 

есть интеграл типа В. 

Интегралы этого типа легко приводятся к интегралам предыдущего 
типа А. Полагаем 

ах-\-Ь 

откуда 

_ кг — Ь _ {Ы — ка) (іг 

Х а —Іг ' Х (а — Іг) 2 9 
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а поТОму 



и в правой части—интеграл типа А, т. е. от рациональной функции от 
г и его дробных степеней. Поэтому подстановкой 


*==У*і 


где &—общий наименьший знаменатель показателей, интеграл И приве¬ 
дется к интегралу от рациональной функции. 

В частном случае при / = 0, к= 1 интеграл (1) дает интеграл более 
простого типа 

$/[*, (ах + (ах + Ь)Т] ах, 

который при а = 1 и Ь = 0 обращается в интеграл 

/и р 

• ^7(ЛГ, Х п , . . ., Х9)(ІХ, 


т. е. в интеграл типа А. Следовательно, всякий интеграл типа А есть 
частный случай интеграла типа В. 

Если квадратный трехчлен 

ах 2 -)- Ьх 4- с = а (х — а) (х — р) 

имеет действительные корни а и р, то интеграл типа 

С— \/(х, ах 2 Ьх с) йх 


легко приводится к типу В. Действительно, имеем 

+ Ьх+с=Ѵа(х -а)(х- 0) =± (* - а )|/'• 

где надо взять знак плюс, если х^>а и знак минус, если а 

потому і 


и имеем интеграл типа В, а именно интеграл от рациональной функции 
от х и рациональной степени дробной степени линейной функции. 
Вычислим, например, интеграл 


йх 


Имеем 


Іо- 


йх 


3)^1 


==Г--- 1/ ьь 

■х» ' 3 (1 -Л)(1+Х) 2 V 1-. 


ах. 
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Теперь полагаем 



=У> 


откуда _ у 2 — 1 , Ау сіу 

У+Г 0^ + !)* ‘ 

Получим: 

(_ й Л _ = 1Г-^±Айу=-^^4-с== 

] (1 — л 2 ) |/1-Л 2 2 3 У 2> К 1 - * 3 


С. 


Но заметим, что этот интеграл было бы проще вычислить подста¬ 
новкой * = $іп^. 

Действительно, имеем: 


и так как 


г — Ах _ А-=^4-с, 

3(і—Х 2 )/і—Х 2 ^ С05 2 І 


І%І = 


5ІП І 


X 


У 1 — 8ІП 2 І У 1 — X 2 


то получаем прежний результат, но только быстрее. 


§ 87. Интеграл типа С. 


Интегралом типа С назовем всякий интеграл 
С=^/(х, Уах 2 + Ьх-\-с)йх, 

где подъинтегральная функция рациональна относительно незави¬ 
симого переменного и квадратного корня из квадратного трех¬ 
члена от независимого переменного. 

Полагая для сокращения письма 

/? = ах 2 «1“ Ьх с у (1) 

имеем 

С= \/(аг, (2) 

Эйлер указал три подстановки, с помощью которых интеграл С может 
быть преобразован в интеграл от рациональной функции. Эти подстановки 
называются подстановками Эйлера. Чтобы получить первую из них, Эйлер 
полагает _ 

ах 2 Ьх + с — |/а х і (3) 


и ищет из этого уравнения выражение для х как функции і. По возве¬ 
дении в квадрат последовательно получаем: 

ах 2 -\-.Ьх^-с = ах 2 -)-2 ^ а хі-{-і 2 , 

Ьх -)- с = 2 V а хі і 2 , 
і 2 — с 


X — 


Ь-2Уаі. 


(4) 
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Это и есть искомая подстановка. Действительно, диференцируя (4), 
найдем 


_ а і 2 — Ы-\- с [/ а 


йх= —2 


(Ь -2 V аі) 2 


йі. 


(5) 


Чтобы вычислить 1/"/?, было бы нецелесообразно заменять в подко¬ 
ренном количестве х его выражением через і. Получилось бы очень 
сложное выражение. Проще и естественней заменить х в правой части 
(3). Делая это г получим: 


у г ах 2 -\-Ьх-\-с = 


V аі 2 -М-\-с Vа 
2 | /аі — Ь 


( 6 ) 


Принимая во внимание (4), (5) и (6), имеем 

€ __ _ Г,/ с — У др — Ьі-\-сУа \ „ У аі 2 — Ы-\-сѴа ^ 
У\2Уаі~ь’ 2\ /аі — Ь ) ( Ь-2/аі ) 2 


В правой части под интегралом стоит функция, рациональная отно¬ 
сительно і 9 а потому интеграл С может быть вычислен. 

Пусть, например, требуется вычислить интеграл 


Ч 


йх 


Уах 2 -\-Ьх-\-с ' 

Равенства (5) и (6) дают 

Л=Г- 2 ***- -= -4= 1п \ ь - 2 Ѵаі\ + С. 

)Ь-2Уаі | Пі ' 11 

Заменяя і его выражением из (3) через х , окончательно получим: 

йх 


і 


Уах 2 -\-Ьх-\- с 


4 Іа і Ь -(- 2 У их — 2 У а Уах 2 -\-Ьх-\-с \ -(- С. 


і 


V 

В частном случае, полагая а= 1, Ь = 0, имеем 
йх 


(7) 


Ух'+ 


= 1п 


: = — Іп 1 2х — 2 У х 2 -\- с [ С= Іп 


х-\ г Ух 2 -\-с 


— 2с 


2х — 2Ух 2 -\-с 
+ С= Іп 1 х + Ух^уё | - Іп I 2с 1 -{- С. 


+ С= 


Обозначая неопределенное постоянное — Іп ] 2с' С через С, полу¬ 


чим 


ІІ7гЬ= , “'*+^ І+с '' 


Как раз в такой форме этот интеграл был нами помещен в таблице 
основных интегралов. 
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Можно догадываться о том пути, который привел Эйлера к его под¬ 
становке. Нам надо найти такую рациональную функцию ср(*), чтобы 
|/7? после подстановки х — у(і) тоже выразился рационально через і. 
Поэтому пробуем принять і/7? равным простейшей линейной функции 
от х и і, т. е. пробуем положить 

( 8 ) 

откуда следует 

ах 2 + Ьх 4- с = р 2 х 2 2 рцхі 4т цЧ 2 . ( 9 ) 

Пока это уравнение остается квадратным, лг не будет выражаться 
рационально через і. Это возможно только тогда, когда уравнение (9) 
обратится в уравнение первой степени, для чего необходимо, чтобы 
члены ах 2 и р 2 х 2 сократились. Для этой цели надо взять 

р = 4г V а > 

что мы и сделали. Для д же взяли простейшее значение: д=\. Теперь 
ясно, что в правой части (3) можно |/"а взять и со знаком минус. 
Также и і можно взять с любым коэфициентом. Поэтому первую под¬ 
становку можно представить в такой самой общей форме: 

|/ ах 2 -\-Ьх-\-с = ±\/ ах-\-ді, (10) 

где ^ и знак перед А можно брать произвольно. После возведения 
в квадрат получим относительно х уравнение первой степени. 

Если а отрицательно, то подстановка (10) уже неприменима, так как 
|/а будет мнимым числом. В этом случае можно воспользоваться второй 
подстановкой Эйлера. К понятию ее придем так. Квадратное уравнение 

ах 2 -]-Ьх-\-с = 0 

приводится к уравнению первой степени не только тогда, когда а = 0, 
но и тогда, когда нулю равен свободный член, потому что при с = 0 
получаем 

х{ах-\-Ь) = 0. 

Приняв это во внимание, мы найдем вторую подстановку Эйлера, если 
У 7? примем равным такому выражению, чтобы после возвышения в квад¬ 
рат исчез свободный член. Для этой цели полагаем 

У ах 3 + Ьх + с = Ѵ7+хі. (И) 

По возведении в квадрат получаем 

ах 2 4* Ьх 4“ с=с 4-2іЛ:л*4- хЧ 2 . 

После сокращения сначала на с , потом на х имеем 

ах + Ь^ъУТі+хі*, 


откуда последовательно 


2 Ус і-Ь . 
а-Р ' 


йх — 2 


Ус і 2 —Ы-\-аѴ с 
‘ ( а -* 3 ) 2 
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и из (11) 


./ ~~ і и — і — V е * 2 — ЬІ-\-а |/с 
V ах* + Ьх-\-с = --. 

а потому „ 

]/(*. /Я)Лс= 

_ „Г*/ 2 )/^с і—Ь |/ с і*—Ы-\-а]/ с \ 1 / с і* — Ы-\-аѴ с м 

~ } ; \ а-і * ’ ^Т* / (^Т*)« " ’ 

и в правой части — интеграл от рациональной функции. 

Ясно теперь, что вторую подстановку можно представить в такой 
общей форме: 

V ах 2 — с ЧЬ хі . 

Она может быть применена только при с>0. Первая же —если 
а>0. Следовательно, если одновременно 

Д <0 и с<0, 

то ни одна из рассмотренных подстановок не может быть применена. 

В этом случае, как увидим, может быть применена третья подстановка 
Эйлера. 

Заметим, что если а<0, то мы должны считать корни квадратного* 
трехчлена действительными, потому что, если допустим, что они мнимы, 
то 

4дс-6 2 > 0, (12) 

ах* -\-Ьх + с=^[(2ах + Ь)* + 4 ас — Ь*]. (13) 

Скобка в правой части, благодаря (12), необходимо положительна. 
Поэтому левая часть, т. е. сам квадратный трехчлен, если а< 0, отри¬ 
цателен при всяком х . Но в таком случае под знаком квадратного 
корня получается отрицательное число и тем самым появляются мнимые 
числа. Так как мы их избегаем, то случай, когда при д<0 наш трех¬ 
член имеет мнимые корни, можно исключить из нашего рассмотрения. 
Поэтому в дальнейшем предположим, что корни х г и х 2 трехчлена дей¬ 
ствительны. В таком случае 

ах 2 -|- Ьх + с = а (х — х г )(х — х 2 ), 

где в правой части действительные линейные многочлены. 

Мы предположим, что квадратный многочлен разложен на множители 
более общего типа, а именно пусть 

ах 2 -\-Ьх-\-с — (рх-\-4)(тх-{- п). 

Тогда третью подстановку Эйлера получим, полагая 

і/'ірх -\-дУ(тх 4* п) = (/** + ?)*• (14) 

г После возвышения в квадрат имеем 

; (рх д) {тх + и) = (рх -|~ д)* і 2 . 
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•Сокращение на рх-\-д дает уравнение 

тх 4 - п = {рх + д) і 2 , 

которое первой степени относительно лг. Из него находим 


-а потому 
и из (14) 
'Следовательно, 


дГ — п 
Х — т —рі* 1 

(т — рі 2 ) 2 

' 1 т — рі 2 


(15) 

(16) 
(17) 


^ /(лг, Vах 2 + Ьх + с) ііх 


ді 2 — « 
т — рі 2 


{тд- рп)і \ 2 (тд - пр)і 
т — рі 2 / (/и — рі 2 ) 2 ' 


и в правой части — интеграл от рациональной функции. 

В результате мы видим, что 

интеграл типа 

§/(■*> V ах 2 ++ с) ах, 

где /—характеристика рациональной функции, может быть вычи¬ 
слен методом рационализации с помощью одной из следующих 
трех подстановок Эйлера: 

1) У ах 2 Ьхс =±/алг±*> о>0; 

2) У ах 2 -\-Ьх-\-с — ~Ус^г.хі, с> 0; 

3) V. (Р* + д) (тх + п)=і (рх + $) і. 

Теоретически безразлично, какой знак в правых частях брать пе¬ 
ред |/а и і/с; также и в третьей подстановке при і можно взять лю¬ 
бой из линейных множителей. Но это только теоретически. На практике 
выбор того или иного знака или того или иного множителя ведет обы¬ 
чно или к более простым вычислениям, или, наоборот, очень их усло¬ 
жняет. Вообще же заметим, что, как правило, эйлеровы подстановки 
требуют длинных вычислений. Поэтому к эйлеровым подстановкам 
надо прибегать только в тех случаях, когда в нашем распоря¬ 
жении нет других методов. 


§ 88. Интеграл от диференциального бинома. 

Диференциальным биномом называется всякое выражение вида 

х т (а-{-Ьх*УсІх . 

Показатели т, п, р будем называть первым, вторым и третьим. 
Интеграл от диференциального бинома 

8 = < \х т (а-{-Ьх п уах 
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легко вычисляется в том случае, когда показатель р — целое и положи¬ 
тельное число. Действительно, в этом случае, применяя бином Ньютона, 
имеем 


= ^х т (а-\-Ьх п уах = ^х т (аР + раР-Ч>х я - а р ~Ѣ г х іп 

— ЬРх"р^ йх = а р ^ х т сіх -(- ра р ~Ч ^ х т+п сІх -ь 

_Х_Р ^Р — ] ) а р-г Ь ч | хт+ш ах _^ . . . х*' п Р(1х. 


Каждый интеграл правой части может быть легко вычислен как ин¬ 
теграл от степенной функции, а потому может быть вычислен и интег¬ 
рал 5. Например, 

ах = ^ х ~ 1^2 4. л:^ 8 ах =^(8х“ Т-|_і 2 +6* Т + *) 

_ _ лг 8 

= 16 ]/ х 12дг —[- 4х I ^ х ~2 


В дальнейшем будем предполагать показатели т , я, р рациональ¬ 
ными. В таком случае нетрудно видеть, что интеграл 

5=^ (а + Ьх п у^х 


может быть вычислен и в том случае, когда показатель р — целое отри¬ 
цательное число. Действительно, пусть 


Р=~Р 


и пусть показатели т и л, вообще дробные, после приведения их к об¬ 
щему знаменателю, представятся в форме: 

т' я' 

/я=— , п= — , 

е е 


где т\ я' — уже 

Полагая 
легко найдем 


целые числа, быть может и отрицательные, 
т» ы 

5= §х *(а + Ьх'ёурЧх. 
х—г*> 


] (а-Иг"У ■ 


Имеем 


Так как подъинтегральная функция теперь рациональная, то интеграл 
может быть вычислен. В результате заключаем: 

Если все показатели рациональны, то интеграл 

5 в рс" 1 (а+ &*")* Жс (1) 

всегда может быть вычшслен в том случае, когда доказатель р —це¬ 
лое число, положительное или отрицательное. 

12 Курс м»т*мат*ч«ского мшм, ч. Ш. 
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Этот случай назовем основным. Кроме него* нетрудно теперь найти 
еще два случая, когда интеграл 5 может быть вычислен. 

Естественно испробовать подстановку 


а-\-Ьх л =у> 


откуда 


—- і 


Ь п пЬ " 


Легко найдем, что 

1 Г 

5=- т+Т\^(-«+3') " *У- 

пЬ " 1 


( 2 ) 


(») 


Под интегралом опять стоит диференциальный бином, только с дру¬ 
гими показателями. По только что доказанному интеграл (3) может быть 
вычислен, если третий показатель 


п 


(4) 


— целое число. Но он будет таковым, если 


т -\-1 


целое число. За¬ 


ключаем : 


Интеграл 5 может быть вычислен* если 


і»+ 1 


п 


целое число. 


Этот случай назовем вторым случаем интегрируемости. 

Третий случай интегрируемости получим, если вынесем из скобок х п . 
Так как 

х т (а -|- Ьх п у = х т+ ' ,п (ах~ п + Ьу, 

то имеем 

(5) 


8 = \ > х яг +Р п (Ь-\-ах- п у4х. 


Согласно второму случаю этот интеграл может быть вычислен, если 

т-\-рп-\-1 «4-1 . 

——— 1 — = — 1 - \-р = целое число. 


( 6 ) 


Это—третий случай интегрируемости. Согласно (2) и (3) он приводится 
к основному подстановкой: 

Ь-\-ах~ й =у. 

Мы теперь можем высказать следующее заключение: 

Интеграл 

5а ^ х™ (а + Ьх* )РЛх, 

если все показатели рациональны, может быть вычислен в сле¬ 
дующих так называемых трех случаях интегрируемости: 
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1) р — целое число, 

2) т — целое число (подстановка а Ьх" =.у), 

Л 

3 ) т ~І~ ^ Л-р — целое число (подстановка аде - " + &=3')- 

Л 

Академиком Чебышевым было доказано, что, кроме этих трех слу¬ 
чаев, никаких других-нет, когда интеграл может быть вычислен. 

Заметим, что если р дробное, то числа 

г 

яі 4-1 /л 4-1 - 

—Г- и -^— + Р 
п п 

\ 

не могут быть одновременно оба целыми, а потому оба случая, второй 
и третий, не могут иметь место одновременно. 


§ 89. Интегралы от трансцендентных функций. 

Мы рассмотрели те классы алгебраических функций, интегралы ко¬ 
торых могут быть вычислены. Число таких классов, как мы видим, весьма 
невелико. Еще хуже обстоит дело с интегралами от трансцендентных 
функций. Каких-нибудь общих указаний относительно вычисления их 
нет. Как правило, всякая трансцендентная функция принадлежит к числу 
неинтегрируемых, и если интеграл от какой-нибудь такой функции и мо¬ 
жет быть вычислен, то берется он своим, только ему свойственным, методом. 
Для практических приложений можно указать только один прием: если 
в подъинтегральном выражении мы встречаем только одну элементарную 
функцию то надо испробовать подстановку 

? (х)=У- 

Если после этой подстановки интеграл приведется к интегралу от 
рациональной функции, то он может быть вычислен, если нет, — то, по 
всей вероятности, не может. 

Из интегралов от трансцендентных функций, которые могут быть 
всегда вычислены таким методом, отметим следующий кл§сс: 

Методом рационализации могут быть вычислены интегралы сле¬ 
дующего типа: 

^/( ?(■*)) <?'<*) 


гдеДг) — рациональная функция и (р(х) — какая 

Действительно, полагая 


откуда 

имеем 


<?(*) = *> 
йх = йг, 

^ /(<Р(*)) <р'О0 — $ /(*) аг ' 


угодно функция. 


и в правой части - интеграл от рациональной функции. 

В частном случае, принимая за <р(л:) различные элементарные функ¬ 
ции, мы приходим к почти очевидному заключению: 

Методом рационализации могут быть вычислены 
интегралы от трансцендентных функций следующего 



тйпа, где /—характеристика рацйонйльгіой 
одного аргумента: 


1) 

2) 

3 ) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 


^/{е х )(1х = ^г = е х \ 


1 ^ 

і 


^/(Іпх) ^ = 2 = 1п*; 

/(5Іп х) соз х іх = \ /(д) іг, 2 = зіа х; 

\ /'(созх)зіп хіх= — ^/(.г)І 2 , д = созл:; 

—** 

^ Дате зіп х) ^ х __ ^ ^ ^ __ агс 5ІП х . 

Г Дагс соз х )і х ____ 2 = агссозлг; 

^ V 1 — х* ^ 

] Д 3 ^ = ]*/(*) д = агс*е*; 

| /(агс с^ *) | д і1г . г = агсс ^ х . 


фу гікцй и 


Действительно, после соответствующей подстановки, в правых ча¬ 
стях этой таблицы мы имеем интегралы от рациональных функций. 

Так, например, полагая 

агС 5ІП X = <2Т, 

имеем: 


I 


_ іх_ _ 

[1+2 (агс зіп ху] ^ 1 


X 2 


йг 

Г+2? 


^_агс* 8 (*/2) + С= 



І 2 ('У 2 агс зіп х) -|- 


С. 


Из других интегралов от трансцендентных функций заслуживают 
внимания так называемые тригонометрические интегралы. 

Тригонометрическим интегралом в широком смысле слова на¬ 
зывается всякий интеграл от рациональной функции, аргументами 
которой служат только тригонометрические функции независимого 
переменного, т. е. интегралы типа 

^/(зіп X, соз ДГ, 1%Х, СІ& *) (Іх, 

где / — характеристика рациональной функции. 
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Но так как 


і§х = 


зіпл; 

С08ЛГ ' 


СІѴХ — 


соз л; 
зіп х * 


то подъинтегральная функция в (1) легко преобразуется в рациональную 
функцию только от двух аргументов: зіпл: и созлг, а потому ниже мы 
и можем ограничиться только рассмотрением этого случая. 

Всякий тригонометрический интеграл 

со&х)Лх ( 1 ) 

приводится подстановкой 

(2) 

к интегралу от рациональной функции. 

Действительно, имеем 

2зІПуСОЗу 2*§у 

ЗІП X =-=-, 

1+І8 г у 


Следовательно, 


с °8*у-зш*у 

соз®"у “I - ЗІП® у- 1+^у 


зіп лс = 


2г 

1 +**’ 


СОЗ X = 


1 

1+**‘ 


( 3 ) 


Видим, что зіп лс и соз л: выражаются рационально через тангенс поло¬ 
вины угла. Далее из (2) имеем 

х — 2агсі^г + ли, ^ Х — Г~П ~2 • (4) 

I “Г г 

Из (3) и (4) следует 


1 


/(зіпдг, соз х) Ах ■ 


: Мгтг 


1 — 2 а \ 2Аг 


+ 2*’ 1+гѴ 1+г 8 ' 


)г 


и в правой части имеем интеграл от рациональной функции. 
Частным случаем интеграла типа (5) являются интегралы типа 




Ах 


асоздг-|-А з1ядг-(-с 


(5) 


( 6 ) 


вычисляемые подстановкой — =у. Интегралы 


[— Г 

^5Iпл: , ^ 

очевидно, — частные случаи типа (6). 


іх 
соз х 
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Но вообще надо заметить, что подстановка — =г ведет, как об¬ 
щее правило, к очень длинным вычислениям, а потому к ней надо при¬ 
бегать только в крайнем случае, когда не видно других путей. Так, 
например, интеграл 


Ах , , ^ 

—— = ігл;4- С 

соз* х 46 ' 


конечно, может быть вычислен этой подстановкой, Но пусть читатель 
попробует применить ее. 


§ 90. Интегралы типа \ 8іп*хсо8 л х4*. 

Эти интегралы в случаях целых показателей принадлежат к классу 
тригонометрических. Как таковые они могут быть вычислены подста¬ 
новкой Но она в данном случае нецелесообразна. 

Будем считать показатели тип рациональными и рассмотрим, в ка¬ 
ких случаях интеграл 

О = ^ 8ІП" 1 X СОЗ я X Лх (1 ) 

может быть вычислен. Полагая 


имеем 

\ $іп т .ѵ С08 л дг^л: 


5ІП Х = 2, 


Я — 1 

\ зіо'” .ггсо5 л ~ 1 лгг/ зіп дс = \-гг т (1 -г 2 ) 2 Аг. 


В правой части появился интеграл от диференциального бинома. Имеем 
три случая его интегрируемости: 

іч п “ 1 

1) —--целое число, 

т -4— 1 

2) —~— - целое число, 
ач т Л- П 

3) — - -целое число. 

Для первого случая необходимо, чтобы п было нечетным числом; 
во втором случае им должно быть т\ в третьем же случае т-\-п дол¬ 
жно быть четным. Заключаем: 

Если показатели рациональны, то интеграл типа 

С 8ІП Л Х С05 Я ЛГ ЛХ 


вычисляется только в том случае, когда или один показатель не¬ 
четный, или сумма их четноэ число, 
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Следовательно, например, интеграл 

\Ѵ зіпХ Лс 

не может быть вычислен, но интеграл 

У^хах 

уже вычисляется через комбинацию элементарных функций в конечном 
числе, так как для него т-\-п = 0, т. е. четное число. 


§ 91. Заключение. 


Методом рационализации могут быть вычислены интегралы следую¬ 
щих типов, где /— характеристика рациональной функции: 

1) интегралы типа 

г 1 1 1 I. 

А = $/(*■. . X я )Ах 

подстановкой х=у н , где Н — общий наименьший знаменатель пока- 
зателей; 

2) интегралы типа 


т р 



подстановкой 

ах —1— Ь 

3) интегралы типа 

С=^/(лг, Vах? -)- Ьх -(- с) Ах 

одной из трех подстановок Эйлера: 

a) Vах? -\-Ьх-\-с = -\-Ѵ ах-\-і, а > О 

b) ]/" ах 2 -\-Ьх-\-с=-\-]/с-^хі, с>О 

c) У (тх + п) (рх 4- д) = ± (рх ; 

4) интегралы типа 

* ^ х т (а Ьх?уАх 


в трех случаях интегрируемости 

а) р — целое, 
т -\-1 


b) 1 —целое (подстановкой: а-\-Ьх п =у): 

п 

/я I і 

c) ——-1— р — целое (подстановкой: ах~ п 4- Ь =>у)\ 
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5) интегралы типа 

какая бы ни была функция <?{х), подстановкой 

Ч(х)=У; 

6) тригонометрические интегралы 
\Д«іл х, сон х) ах 


и подстановкой 

7) интегралы 


. х 


\ зіп 1 " х со$ я х ах. 


оба рациональны "^ммГи^^ или если 



ГЛАВА ЧЕТЫРНАДЦАТАЯ 


ОБЩИЙ ОБЗОР ТЕОРИИ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

Мы прошли длинный путь. В течение его рассмотрели значительное 
число и интегралов и методов интегрирования. Подведем же теперь об¬ 
щий итог, чтобы отчетливо представить себе совокупность тех интегра¬ 
лов, которые могут быть вычислены. 

§ 92. Интегралы от рациональных функций, 

К классу интегрируемых функций принадлежит прежде всего обшир¬ 
ный класс рациональных функций, в частном случае многочлены. 

Интеграл от всякой рациональной функции может быть выра¬ 
жен через комбинацию в конечном числе функций алгебраических, 
логарифмических и круговых. 

Это положение является основным в теории интегрирования. Так как 
интеграл от рациональной функции возможно вычислить только благо¬ 
даря тому, что всякая рациональная функция может быть разложена 
на сумму многочлена и элементарных дробей, то всякое движение впе¬ 
ред в теории интегрирования, всякое усовершенствование этой теории 
тесно связано с упрощением методов разложения. 

После того как установлена возможность вычислить интегралы от 
всякой рациональной функции, естественно возникает метод рационали¬ 
зации. Этод метод дает ряд новых классов интегрируемых функций, 
алгебраических и трансцендентных. Но, к сожалению, число этих классов 
очень невелико; от алгебраических функций оно равно только четырем. 

§ 93. Интегралы от алгебраических функций. 

Если под / разуметь характеристику рациональной функции, то ин¬ 
тегралы от алгебраических функций, которые могут быть вычислены, 
распадаются на четыре класса, а именно: 

Могут быть вычислены следующие интегралы от алгебраиче¬ 
ских функций: 

1) интегралы типа А, т. е. типа 

.. .)**; 

2) интегралы типа В, т. е. типа 


м ^ 
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3) интегралы типа С, т. е. типа 




$/(•*> ах 2 -{-Ьх-\-с)сІх-, 

4) интегралы типа 

\ х т (о + Ьх п ) р йх, 

т. е. интегралы от диференциального бинома при рациональных 
показателях в трех случаях интегрируемости. 

Этими четырьмя типами и исчерпываются все интегралы от алгебраи¬ 
ческих функций. 

§ 94. Интегралы от трансцендентных функций. 

Если /( х ) — рациональная функция, то, какая бы ни была функ¬ 
ция <р(лг), интеграл типа 

$/(*(*))?'(■*)*■* 

всегда может быть вычислен, потому что 

$ /(?(*)) ф'С к)Ах = \/(г) 4г, г = (р(х). 

Но У если не принимать во внимание этого слишком тривиального - 
случая, то тогда можно высказать только такое положение: 

Из классов трансцендентных функций, интегралы которых могут 
быть вычислены, известен только один достаточно обширный класс 
интегралов типа 

[/(8ІПХ, С05 х) йх % 

так называемых тригонометрических интегралов. 

К этому классу принадлежат интегралы типа 

Г_ Ох _ 

) а соз лг + Ь $іп х -|- с 

в частном случае интегралы 



Кроме этих никаких более или менее обширных классов интегрируемых 
трансцендентных функций неизвестно. 

Итак, интегралы рациональных функций, интегралы типов А, В, С. 
интегралы от диференциального бинома, тригонометрические интегралы, 
и этим исчерпываются все достаточно обширные классы интегрируемых 
функций. 
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§ 95. Отдельные интегралы. 

Кроме интегралов более или менее обширных классов функций, ко¬ 
нечно, мы можем вычислить ряд отдельных интегралов. Но и они, в сущ¬ 
ности, немногочисленны. Это главным образом следующие интегралы от 
трансцендентных функций: 

^ $1п п хАх, \ соз' л х Ах, ^ Ах, 

Г 8ІП Я X Г СОЗ т X Г 4х 

\ со$ т х \ зіп л х ' \ з1п л хсо$ т х 

для целых показателей. Затем совершенно изолированно стоящие интегралы: 
х п агс зіп х Ах , ^х л агс соз х Ах , 

\х*со$х Ах } ^ х п зіп х Ах, 

^ е ах соз Ьх Ах, 

легко вычисляемые интегрированием по частям, и интегралы типа 

^ зіп (тх -{- р) соз ( пх 4- д) Ах, 

вычисляемые методом разложения*). 

Конечно, всегда нетрудно придумать интеграл, который можно 
вычислить каким-нибудь способом, не подходящим ни к каким пра¬ 
вилам. Иногда неожиданно берется интеграл от функции, относительно 
• которой этого трудно было бы ожидать. Так, например, интеграл 

^агсвіп хд х 

легко вычислить или интегрированием по частям, или подстановкой 
агс зіп х = і, д; = зшС Но в то же время интеграл 

\ е*гс ігхах 


\ б 0 * зіп Ьх йх. 


уже не может быть вычислен. 

Точно так же в то время как не вычисляется интеграл 

^ е* 2 Ах, 

интеграл 

^ е Ух Ах 

легко вычисляется подстановкой х=д 2 . 

Как можно вычислить интеграл от заданной функции, когда нет ни¬ 
каких правил для вычисления его? Такая мысль часто тревожит начи¬ 
нающего. Как мы теперь видим, тревожит она его напрасно. Надо толь¬ 
ко знать классы интегрируемых функций и несколько приемов интег¬ 
рирования. 


*) См. яамчинк, гі. II 
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§ 96. Дальнейшее развитие теории. 

Число классов интегрируемых функций, как мы видели, очень неве¬ 
лико. Можно ли надеяться, что оно в будущем, с развитием теории, 
увеличится? Эту надежду можно было бы иметь, если бы мы признали, 
что в настоящее время теория интегрирования находится только в про¬ 
цессе своего развития. Но в действительности это не так. Напротив, 
мы должны признать, что теория неопределенных интегралов в настоя¬ 
щее время является в известной степени вполне законченной, завершен¬ 
ной теорией. В будущем в ней возможны только некоторые упрощения 
в изложении отдельных ее деталей — и только. Открытие новых обшир¬ 
ных классов интегрируемых функций мало вероятно. 

Часто указывают, что интегральное исчисление отличается от диферен- 
циального тем, что в то время как интеграл не от всякой функции 
может быть вычислен, производная любой функции, напротив, может быть 
вычислена. Но если это утверждение понимать в строгом смысле слова, 
то оно неверно. 

Существует небольшое число так называемых элементарных функций. 
Это следующие функции: 

х т , а*, е х , 1п(д;) 
зіпл;, со$*, і%х, СІ&Х, 
агсзіплг, агссозлг агс^лг, агсс^*- 

Они лежат в основе анализа, особенно его приложений. С помощью 
комбинаций из них в конечном числе математик стремится выразить раз¬ 
личные зависимости между величинами, но эта цель часто от него усколь¬ 
зает, потому что не всякая зависимость может быть выражена только 
с помощью комбинаций в конечном числе элементарных функций, и 
если встречается такой случай, то математик принужден вводить новые 
функции. 

Когда диференциальное исчисление утверждает, что оно может вы¬ 
числить производную от всякой функции, то при этом неявно под вся¬ 
кой функцией разумеют только такую функцию, которая составлена из 
комбинации в конечном числе элементарных функций. 

От такой функции мы всегда можем вычислить производную, но не 
всегда интеграл. 

Функции по степени их сложности можно разделить на три обшир¬ 
ных класса: рациональные, алгебраические и трансцендентные. 

Алгебраической функцией от переменного х называется всякая функ¬ 
ция у, определяемая уравнением, которое может быть представлено в 
форме многочлена от л: и у, приравненного нулю. Если этот многочлен 
относительно у степени п , то функция называется алгебраической класса п. 

Пусть 

* = /(* >У)‘ 

где у — алгебраическая функция и /—рациональная. В высшей 
алгебре доказывается, что г как функция х есть тоже алгебраическая 
функция, т. е. доказывается, что г можно рассматривать тоже как корень 
некоторого уравнения только между х и г, — уравнения, представленного 
в форме многочлена, равного нулю. 
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Самый простой класс алгебраических функций — это первый класс. 
Сказать, что у — алгебраическая функция первого класса, это значит 
утверждать, что она удовлетворяет уравнению первой степени относи¬ 
тельно у , т. е. уравнению вида * 

< Р(*>У + $(*)== °- 

где у(х) и ф(х) — многочлены. Отсюда следует, что 



т. е. что алгебраическая функция первого класса есть просто рацио¬ 
нальная функция. 

Алгебраическая функция второго класса есть функция, удовлетворяю¬ 
щая уравнению 

ЪІ Х )У 2 + Н х )уУ <р 3 (*)=0, 

где <р ѵ ір,, ір 8 — многочлены. Поэтому она может быть представлена в 
форме 

__ — Ы х ) ± /«(*) 

Щ х ). ’ 

где св(лг) — некоторый многочлен, т. е. в форме 
, -У=/(*У“ (х))> 

где /—характеристика рациональной функции. Функции этого типа мы 
должны рассматривать как идущие по своей сложности первыми после 
рациональных функций. 

Рациональные функции принадлежат к числу интегрируемых функций. 
После того как мы нашли методы для их интегрирования, естественно 
перейти к изучению интегралов типа 

У~\?(х>Ѵй (*))<&:. ( 1 ) 

Но многочлен ®(х) может быть различной степени. Если он первой 
степени, то мы имеем 

У =5 А Х Ѵ ахЬ) ах. (2) 

Интеграл этого типа приводится к интегралу от рациональной функ¬ 
ции подстановкой ах-\-Ь — і 2 9 а потому на нем останавливаться 
нечего. 

Если а>(*) второй степени, то имеем: 

У = V я* 2 + Ьх 2 -|- с ) ёх. 

И на интеграле этого типа нам тоже не приходится останавливаться. 
Он может быть приведен к интегралу от рациональной функции одной 
из эйлеровых подстановок. Теперь естественно перейти к интегралам 
типа 

у= \К х > У^х) Лх < 
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где многочлен и>(л;) третьей или высшей степени. Оказывается, что эти 
интегралы уже не могут быть выражены через конечное число элементар¬ 
ных функций. Ори являются функциями нового типа и как таковые тре¬ 
буют самостоятельного изучения. 

Интегралы типа (3) 

\/{хУ (й(лс)) йх> 

где/—рациональная функция и о>(х) — многочлен третьей или чет¬ 
вертой степени, называются эллиптическими интегралами. 

Интегралы же типа - 

Ц/(хУа(х))ах. 

где <*>(*)— многочлен степени выше четвертой, называются ультра¬ 
эллиптическими. 

Эллиптические интегралы получили свое название потому, что к ин¬ 
тегралам этого типа сводится задача о длине дуги эллипса. Изучение их 
составляет самостоятельный отдел математики, тесно связанный с функ¬ 
циями, имеющими два периода. 

Как эллиптические, так и ультраэллиптические рнтегралы являются 
частным случаем алгебраических интегралов. 

Алгебраическим интегралом называется всякий интеграл типа 

[/(■*. У) йх, 

где /—рациональная функция, .у—алгебраическая. 

Эти интегралы обладают многими весьма замечательными и интерес¬ 
ными свойствами. Теория их была заложена и развита трудами великих 
математиков Абеля, Коши и Римана. Она стоит в тесной связи с теорией 
функций комплексного переменного. 

Мы установили понятие производной и интеграла только для функ¬ 
ций действительного переменного. Но эти понятия могут быть перенесены 
и на функции комплексного переменного. Заслуга такого расширения этих 
понятий принадлежит французскому математику Коши, заложившему тем са¬ 
мым начала теории функций комплексного переменного. Эта теория 
является в настоящее время одним из сарых интересных и увлекатель¬ 
ных отделов математики. Она, между прочим, устанавливает часто не¬ 
ожиданные и очень простые связи между свойствами функций, которые 
в области действительного переменного являются совершенно изолирован¬ 
ными друг от друга. 

Только теория функций комплексного переменного дала возможность 
создать стройную теорию алгебраических функций. 

Таким образом, из трех обширных классов функций: 

а) рациональных, 

б) алгебраических и 
с) трансцендентных 

свойства интегралов от первых двух классов изучены. 

Что касается интегралов от трансцендентных функций, то ввиду не¬ 
ограниченного многообразия их нет возможности построить общую тео¬ 
рию их. По самой сущности дела здесь возможны исследования только 
отдельных частных случаев . 
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$ 97. Заключение. 


Кроме интегралов от рациональных функций могут быть вычи¬ 
слены интегралы типов: 

т р 

I) \}{х,х х п ) йх\ 


т 

\ я 


*>)'* .(Ш-■ >- 


3) \}(х,\/ ах*-\-Ьх-\-с)йх. 

4) | х т (а + Ьх*)і>ах, 

5) ^/(зіпд:, сов дг) ах. 


где / — символ рациональной функции. 



ГЛАВА ПЯТНАДЦАТАЯ 


ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА. 

Мы ввели понятие определенного интеграла как предела суммы: 
ь ь 

[ /(*) ах = ііт^ М») &х к , 

а а 


и доказали, что если 

^/(х)ах =Ф(лг)+ с - 

ТО 

ь 

^/(х)ах^Ф(Ь)-Ф(а). 

а 

Это соотношение между определенным интегралом и неопределенным 
дает возможность из свойств. первообразной легко заключать и о свой¬ 
ствах определенного интеграла. Но так как первообразную мы можем 
вычислить только в редких случаях, то естественно возникает задача о 
более глубоком изучении свойств определенного интеграла, чтобы получить 
возможность заключать о свойствах его только из свойств подъинте- 
гральной функции, не вычисляя ее первообразной. Решению этой задачи 
и посвящена эта глава. 

§ 98. Определение интеграла как предела суммы. 

Мы ввели понятие определенного интеграла, опираясь на понятие 
интегральной суммы. 

Интегральной суммой от функции /(х), взятой от нижнего пре¬ 
дела а до верхнего предела Ь и обозначаемой так: 

^/(х) Ьх, 

а 

называется сумма, составленная следующим образом: данный ин- 
тервал (а, Ь) произвольно взятыми точками х ѵ лг в ,.. .,х п _ г разби¬ 
вается на подъинтервалы и берется сумма всех тех произведений, 
которые получатся, если длину каждого подъинтервала (х», х» +1 ) 
помножить на значение функции /(х) в какой-нибудь точке 5* этого 
подъинтервала. Следовательно, 
ь 

Х/<*)Д*=/(У (*,—аЦ-Лб,) (*,-*,)+... +/($„-,) 

о 
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Приведенное определение интегральной суммы применимо ко всякой 
функции, как прерывной, так и непрерывной. Если же мы предположим 
данную функцию /(х) непрерывной и построим кривую трапецию, осно¬ 
ванием которой служит интервал (а, б) и которая ограничена кривой 
у=^/(х), то, как мы видели, сама интегральная сумма равна сумме эле¬ 
ментарных прямоугольников, взятых с соответствующими знаками, а пре¬ 
дел ее равен сумме площадей, пробегаемых ординатой кривой при дви¬ 
жении ее от а к б. Следовательно, 

если функция /(х ) непрерывна в интервале (а, Ь) и если число 
промежуточных точек х * бесконечно возрастает так» что наиболь¬ 
ший промежуток между ними бесконечно умаляется, то интеграль¬ 
ная сумма имеет единственный вполне определенный предел* 

В дальнейшем, говоря о пределе интегральной суммы, мы, не упоми¬ 
ная явно об этом, всегда будем предполагать, что при переходе к пре¬ 
делу длина наибольшего промежутка между числами х к стремится к ну¬ 
лю. При этом очень важно отметить, что предел интегральной суммы 
совершенно не зависит от выбора чисел х к и 

Определенным интегралом от непрерывной функции /(*), взятым 
от нижнего предела а до верхнего предела Ь и обозначаемым так: 

ь 

^Дх)ах, 


называется предел соответствующей интегральной суммы 
Следовательно, по определению 

» » 

^/(х)Лх = Иліаду) Ах. 

а а 

Исторически прочно вкоренился обычай называть интеграл как 
предел суммы определенным интегралом. Мы будем его также часто на¬ 
зывать „ интеграл-сумма “. 

Если условиться считать площадь положительной, когда она пробега¬ 
ется положительной ординатой в положительном направлении при соот¬ 
ветствующем изменении ее знака при изменении как знака ординаты, так 
и направления ее движения, то, как мы видели, определенный интеграл 

\/(х) ах (1) 

а 

равен сумме площадей, пробегаемых ординатой кривой у =/(*) при 
движении ее от в к Ь. 

Приведенное определение интеграла теряет смысл, когда а = Ь, по¬ 
этому мы вводим новое 

Определение. Интегралы с равными пределами принимаются 
равными нулю: 

С 

$/(х)дх = 0. 


5^/(у) Ах. 

а 



Поставим теперь следующую задачу: вывести все основные свойства 
интеграла, опираясь только на определение его как пре¬ 
дела интегральной суммы*). 

Так как интеграл (1) есть предел суммы, го все основные свойства 
определенного интеграла в сущности суть не что иное, как преобразо¬ 
ванные свойства суммы. 


§ 99. Теорема о перестановке пределов интеграла. 

Если переставить между собой пределы интеграла» то интеграл 
изменит знак: 

ь а 

^дх)ах=-\дх)ах. (П 

а Ь 

Обозначим через 5 и а те суммы, пределами которых являются ин¬ 
тегралы равенства (1), а именно пусть 

Ь а 

\ /(х) Ах = Ііш /( х ) Ах — Ііго з. (2) 

а Ь 

Если д:,, х 2 , х 3 , ... , х п _ г — точки, с помощью которых построена 

сумма 5: 

*=/(&о) (*і — «) +/(&і) (* 2 — *і) + • • • +/($ л -і)(* — 

то для построения суммы а мы выберем те же точки х г , х ѵ ... >х я _ ѵ 
но в обратном порядке, что схематически можно изобразить так: 

*я-і • • • 

4 / 1—1 ч я -2 1 ц 2 Ч 1 ц 0 

Поэтому 

9 =/(ѵі)(Ѵі- *)+/&-*)(*„-* — ^я-і) + ■ ••+/(&<>)(« •*,)• 

Ясно, что сумму а можем получить, изменив знак слагаемых и их 
порядок в сумме а потому $ = — о, откуда Ііш 5 = - Нш а, и мы 
имеем (1). 

Теорема доказана. Геометрический смысл ее, очевидно, заключается 
в том, что при изменении направления движения ординаты знак пло¬ 
щади. описываемой ею, тоже меняется. 

§ 100. Теорема о выносе постоянного множителя. 

Постоянный множитель можно выносить из-под знака интеграла, 
а потому я вносить: 

ь ь 

\АЛх)Ах = А^/(х)Ах. (1) 

а а 


*) Поэтому при дальнейшем изучении этой главы читатель должен стать на 
ту точку зрения, что ему об определенном интеграле ничего неизвестно, кроме 
того, что изложено в этом параграфе, т. е. что определенный интеграл есть 
предел интегральной суммы. 



Действительно, чтобы помножить сумму ма какое-нибудь число, надо 
помножить на это число каждое слагаемое. Поэтому 

а » 

п а 

Переходя к пределу, имеем 

ь ь 

А Ііш 2Л&*) = 1іт 2 А №*> * х у 

а а 

Заменяя предел каждой суммы соответствующим интегралом, получим 
равенство (1), и теорема доказана. 


§ 101. Теорема о делении интервала интеграции. 

Каково бы ни было с, всегда 

$ Дх) йх Шк \Дх) йх + ^ Дх) ах 

а а с 


что функция Дх) непрерывна в каждом интервале 


прн условии, 
интеграции. 

Мы предположим сначала, что а<Ь и что 
ное между ними: а<с<д. а 

Когда мы вставляем промежуточ- 


с — число 
с 


промежуточ- 

Ь 


ные числа х 


1 > 3 ’ 


х п _ 1 между 


х, *, 


X X 


*/М 


а и Ь, то мы их можем брать про¬ 
извольно. Будем же при каждом де¬ 
лении интервала (а, Ь) брать среди них и 
нибудь делении х н = с. Имеем: 


Черт. 81. 

число с. Пусть при каком- 


оН*1 --«)+/(&>)(** -*))+•••-г /(5*-і) (с Ь 

Н“ {/(^йК^Л-И “ + ■ -^Л+іН' • • • 


Это равенство можно переписать в такой форме: 

Алг *’ 

а п с 

а потому 

Ііт 2/(*) д * :=,,т Дх+Ііш ]Г/(х)Ьх, 

а а г 


$/(*)</* = $/(*)<** + $/(*)й 1х, 


(П 


13 * 
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и теорема доказана для случая Но с мойсет лежать не только 

между а и Ь, но или левее а или правее Ь . Если с<^й<^Ь, то а про¬ 
межуточно между с и А, а потому по доказанному 

ь х а ь 

\ /(*) йх — \ /(*) ах +\ /(•*) Лх, 

’е 'с а 

откуда > 

К * ь 

\7оо — 7о*о + 17с*) л*- 

** м к 

I і с 


Переставляя пределы вис, снова получим равенство (1). Вели теперь 
а<С.Ь<С_с, то по доказанному 


откуда опять 


\/(*) іх = |/(лг) іх 4- (/О) 

І в І 

ъ < ъ . 

\№*х*= $/(*)** + \Пх)Лх. 


а) 


Итак, это равенство справедливо, будет ли точка с внутри интервала 
(а, Ь) или вне его. Но точка с, кроме того, может совпадать или ч с а 



или с Ь . Полагая же в равенстве (1) с равным а или Ь , мы немедленно 
убеждаемся, что равенство (1) справедливо и для этого случая, потому 
что интегралы с равными пределами равны нулю. Таким образом, равен¬ 
ство (1) доказано для любого положения точки с относительно точек а 
и Ь, но доказано только для случая а<А, Но если а>Ь 9 то Ь<^&, 
а потому по доказанному 

л е 0 

\/(*)<**= /(*) іх 4 - 70 ) йх. 

Ь Ъ 'с 

Переставляя в каждом интеграле его пределы, снова получим равенство 
(1), и теорема окончательно доказана. 

Если функция /(х) положительна и а<с<й, то теоремой выража¬ 
ется простой геометрический факт, что площадь всей трапеции аАВЬ 
равна сумме площадей ее частей а'АСс и сСВЬ (черт. 82). 

Но так же просто геометрическое значение теоремы и в общем слу¬ 
чае, когда функция /( х ) может принимать как і оложительные, так и 
19$ 


отрицательные значения. Пусть, например, а<^Ь<С^с и пусть ордината 
кривой движется сначала от а к с, потом от с к Ь (черт. 83). При этом 
движении она опишет площади, равные 

с * 

\/(х)Ох и \/(х)йх. (2) 

а с 


Но при движении от с к Ь она как бы уничтожит все те площади, ко¬ 
торые описала при движении от Ь к с. Поэтому останется только то, 
что она описывает при движении от а к Ь, т. е. 


ь 

\/(х)<іх, 

а 

который, следовательно, равен сумме интегралов (2). 

Доказанная теорема легко обобщается. 

Теорема. Если функция /<х) непрерывна на всех соответствую 
щнх интервалах интеграции, то 

\ /(л)Лс=5Дл)<*л+|/(х)Лг+ ... + \*/(*)‘** + $Л*)<**. 

а л Сі - с* 


какие бы ни были числа с,, с ѵ ... ,с„. 

Действительно, применяя несколько раз предыдущую теорему, по¬ 
следовательно имеем: 


ь е і ь 

$/(*)<**=!+Г 

а а Гі 

Сі с, Ь 

*'[ + (+? = 

СІ 

а Сі с, 

с * и с ’ к 

-І+.'+И- 



Продолжая таким же образом, докажем теорему. Она имеет простой, 
очевидный геометрический смысл, если функция /( х ) положительна и 
а<Г с, <с, <Г • • • < с„ < 6, так как выражает тот факт, что всякая 
площадь равна сумме всех тех площадей, на которые она разбита. 


§ 102. Теоремы о средних значениях функции и интеграла. 

При составлении интегральной суммы 

л=/(5 )&х 0 +/&)Л*, +/(Ц) Д*, + ... +/$п-і)Ь*«-і О) 

мы можем выбирать точки х к произвольно. В частном случае их можно 
взять так, чтобы основной интервал (в, Ь) разбился ими на п равных 
подъинтервалов. Предположим же, что они как раз выбраны таковыми. 
Тогда длины всех подъинтервалов Ах к будут равны. Обозначая их об¬ 
щую величину через Л: 

Ах, — Д* 3 = Ддг, — ... ттАх я _^Н, 


(»> 

1*7 



мы можем представить сумму в таком виде: 

{/(^о)~Ь/^і) 4"/(5 2 )-|- . • • -|-/І5я-і)}> (3) 


причем Л положительно, если а<й, и отрицательно, если а>Ь. 

Если а<Ь, то длина всего интервала (а, Ь) равна Ь — а, а потому 


Н 



(4) 


Если же а> Ь, то геометрическая длина интервала (а, Ь) равна а — Ь , 
а геометрическая длина его л-Й части равна 

а — Ь 
п 


Но так как теперь к отрицательно, то 



( 3 ) 


е. мы опять имеем (4). Заменяя же к этим его выражением, мы из 
получим 


$=={Ь - гг) /&>+/(6,)+/&)+ • • • +/&._,) 


При таком способе деления интервала (я, Ь ), т. е. при делении его 
на равные части, переход к пределу будет, очевидно, заключаться в том, 
что п должно бесконечно возрастать, а потому 


Ііш $ — (Ь - - а) Ііш 

л-юо 


я 



и получается 

Теорема. Если интервал (в, Ь) делится на я равных подын¬ 
тервалов, в каждой из которых соответстяенно берутся тонки $ 0 , 

Ч}* ... 1 ч я _], ТО 

Цг\ — Нп. /($о) +Д*і) +Л У + •• +/($*-») (6) 

“ п-мо п 


Из этого равенства следует равенство 

Ип, ~І~/С^а) Н~ • • • +/(6,-і) __ 


ТГа№ х)4х ‘ (7) 


которым мы сейчас воспользуемся для доказательства теоремы о так на¬ 
зываемом среднем значении функции в интервале. 

Как известно, средним арифметическим Значением системы величин 


#2, • • . , & п 


называется величина 


а.-т-Д 8 + в а + ••• + *« 


равная частному оі деления суммы величин на число их. 
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Пусть Дл;) функция, непрерывная и интервале (а, Ь ), и пуст 
а<^Ь. 

В каждой точке интервала функция имеет значение. Поэтому воз¬ 
никает вопрос о среднем арифметическом всех значений функции в интер¬ 
вале (а, Ь). 


арифметическом всех 
говорить о среднем 


Но вместо того, чтобы говорить о среднем 
значений функции в интервале, принято короче 
значении функции в интервале. 

Очевидно, что в прямом смысле 
слова об этом среднем значении 
нельзя говорить, потому что число 
значений функции бесконечно. Сле¬ 
довательно, нельзя их все сложить 
и разделить на число их. Но есте¬ 
ственно напрашивается следующее 
Определение . Разделив ин¬ 
тервал (а, Ь ) точками деления х * 

на п равных.подъинтервалов (черт. 85), вычислим значения функции 
в произвольно взятой точке 5* каждого подынтервала (**, х* + і). 
Среднее арифметическое этих значений 



Д5о), ДЕ,), дд. ЛЬ* ) 


обозначим через а. Следовательно, 

г /&,)+/&)+/&) + . • .+/&-! ) 

п 


( 8 ) 


Предел этой величины а в предположении, что п бесконечно 
возрастает, назовем средним арифметическим значением функции 
в интервале (а, Ь). 

Если это среднее значение функции обозначим через Д, то по оп¬ 
ределению имеем 

^ _ н га /(5р) ) +/(Б») т * • і~т~ 

а -+оо Я 


Обозначим через т и М наименьшее и наибольшее значения функ¬ 
ции /(. х ) в интервале (а, Ь). Тогда при всяком х 


а потому 

т%Г(% х )%М, ... , 


Если мы теперь в (8) заменим в числителе каждое слагаемое через М г 
то мы увеличим числитель, а потому 


пМ 

з<- 

— п 


т. е. з ^ М. 


Заменяя же каждое слагаемое в числителе через т , мы найдем 
Таким образом, 

а потому 

т ^ Ііт а М, т. с. т ^ А ^ М , 
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Мы видим, что среднее значение функции заключено между ее наи¬ 
меньшим и наибольшим значениями. Но непрерывная функция может при¬ 
нять, при некотором значении аргумента, любое значение, промежуточ¬ 
ное между ее наименьшим и наибольшим значением. Поэтому если А 
промежуточно между т и М, то функция /( х ) должна при некотором 
значении аргумента принять как раз значение, равное А. Обозначая это 
значение аргумента через будем иметь равенство А =/($), и полу¬ 
чается 

Теорема . Среднее значение А непрерывной функции в интер¬ 
вале (а, Ь) равно значению функции в некоторой точке 5 этого 
интервала: 

А—Л6>. (Ю) 

Говоря иначе, среднее значение функции в интервале есть одно из ее 
значений в этом интервале. 

Очевидно, что эта теорема нам еще не дает возможности вычислить 
среднее значение, потому что в равенстве (10) о числе 5 мы знаем только 
то, что оно промежуточно между а и Ь, и больше ничего о нем не знаем. 
Но из сравнения равенств (9) и (7) немедленно же получается 

Теорема . Среднее значение функции в интервале равно интег¬ 
ралу от функции, деленному на длину интервала: 

(И) 

а 

Л ТС 

Вычислим, например, среднее значение 5іп х в промежутке от 0 до -у 
Обозначая это среднее значение через р, имеем 

в 

7 

2 Г . 

р— — I жп х ах 

* ^ 

о 

Из сравнения равенств (11) и (10) получается следующая чрезвычайно 
важная так называемая 

Теорема о среднем значении интеграла. Интеграл от непре¬ 
рывной функции равен длине интервала интеграции, помноженной 
на значение функции в некоторой точке интервала. Следовательно, 

ь 

У/(*)** = (6-«)/('), (12) 

а 

где 5 — промежуточное между а и Ь, или 

\ /(х)ахяя(Ь — а)/[а + Ѳ(& — а)), (13) 



где 0<0< 1. 

Очень просто геометрическое значение этой теоремы в том Случае, 
когда /(. х ) положительна и а<^Ь (черт. 86). Пусть Л/’ — точка на кривой 
фО 



с неизвестной абсциссой Е. Проведя через 
N прямую Р($, параллельную оси абсщісс, мы 
будем иметь: 

площадь прямоугольника аР(±Ь равна 
(Ь-а)№, 

ь 

площадь трапеции аАВЬ равна ^/( х)йх . 

а 

Следовательно, равенство (12) выражает 
тот простой геометрический факт, что пло¬ 
щадь трапеции равна площади прямоуголь¬ 
ника с основанием, равным основанию трапеции, и с 
точной между наименьшей и наибольшей ординатами 



высотой, промежу- 
кривой. 


§ 103. Определенный интеграл как функция своих пределов. 

Тот символ, который в определенном интеграле обозначен как аргумент 
подъинтегральной функции, называется переменным интеграции. 
Так как интегральная сумма 

* =/(Бо) - «) +/(&і) (* 2 -— *„-і) 

зависит только от выбора чисел х к и но не зависит от самого пе¬ 
ременного х, то, следовательно, 

определенный интеграл не есть функция переменного интеграции, 
а потому символ переменного интеграции всегда может быть за¬ 
менен символом любой переменной величины: 

ь ь ь 

= |/ІѴ)<*У= •••=$ /(г) (іг. 

а а а 

Хотя определенный^интеграл не есть функция переменного интеграции, 
тем не менее нетрудно видеть, что 

пределами определенного интеграла 
' ь 

» = \/(х)Ох (1) 

и 

а 

могут быть переменные величины. 

Если пределы интеграла —переменные величины, то интеграл есть 
функция своих пределов. 

Действительно, пусть функция /(х) непрерывна в интервале (а, ^). 
Тогда в равенстве (1) мы можем рассматривать а и Ь как переменные ве- 
в личины, каждая из которых может принимать 

-і — і -«-любое значение, лежащее на интервале (а, р), 

а Ь X При таком взгляде на а и Ь пределы интег- 

Черт. 87. рала будут переменные, и так как ясно, что 

всякий раз, как а и Ь имеют некоторые оп¬ 
ределенные значения, и тоже получает определенное значение, то, сле¬ 
довательно, и — функция а и й, и теорема доказана. 

Но, конечно, определенный интеграл есть функция своих пределов 
только в том случае, когда пределы переменные. Если они оба постоян¬ 
ные, то и интеграл уже будет не функция, а постоянная величина. 
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Вообще же легко видеть, что пределы интеграла в различных случаях мо¬ 
гут быть или оба переменными, или оба постоянными, или один из них 
может быть переменным, другой постоянным. Так, например, 

ь 

\ соз хйх = $іп Ь - 5іп а, 

а 

и интеграл, стоящий в левой части, будет функцией а и Ь, пока а и Ь 
рассматриваются как переменные. Но если мы дадим им какие-нибудь 

Л п 

значения, например 0 и — , то получим 


\ соз х йх = I, 
о 

и интеграл в левой части уже не функция, а число. 

Исследуем свойства интеграла как функции своих пределов. 

Будем рассматривать нижний предел а как произвольное постоянное, 
верхний же предел Ь как переменное. Тогда интеграл будет некоторой 
функцией верхнего предела. Обозначив эту функцию через ф(6): 


<К*) = \ /( х)Лх, 

а 


( 2 ) 


поставим задачу: найти производную от этой функции ф(/>), Для этого 
мы должны найти предел отношения 


ДО -ТА*)- - ФО) 
\ь 


предполагай, 
ком Ь , то 


а потому 


что А Ь —#-0. Так как равенство (2) имеет место при вся- 

Ь-^АЬ 

ДО "Г д *) = У /(*) 

1% 

Ь + АЬ * 

ДО* 4- Ь) - ДО) -= \ Длг) (іх \ /(х) (ІХ. 

а а 


Но по теореме о делении интервала интеграции 


Следовательно, 


ь -і аь ь ь 4- 

( /(д і)<Іх—\}{х)йх-\- \ /{х )<іх 

г* а Ь 

ДО 4- Д*) - ДО ) = \ /іх) ах. 

Ь 


Применяя к правой 
имеем 


части теорему о среднем значении интеграла (стр. 200), 
ф (Ь Д6) - ф(*) — /ІЬ -| ЬМ». (3) 
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Ясно, что если Д& —- 0, то предел левой части раврн нулю, а потому 
Шп ф(Л-|-Дй)~ф(Л). 

кЬ -«о 

Это значит, что функция ф(Л) есть непрерывная функция. Далее из 
(3) имеем 

:№+&>-№ =/(>+ц>) . 

Полагая, что М>— *-0, и переходя к пределу, получим 'У(Ь)—/(Ь), т. е. 

%$/(*‘)йх=т< ( 4 ) 

а 

и мы нашли производную от интеграла по верхнему пределу. 

Если мы теперь будем верхний предел Ь рассматривать как произ¬ 
вольное постоянное, нижний же предел а как переменное, то 

Ь я 

\ /(л:) йх— — ^/СО ах. 

а Ь 

В правой части уже верхний предел переменный, а потому согласно 
равенству (4) 

Та I /(х) йх ^~Та Ь {Х) йх =~ Па) • (5) 

а Ь 

Из (4) и (5) получается - 

Теорема, Интеграл есть непрерывная функция как своего верх* 
него, так и нижнего пределов. 

Чтобы получить производную от интеграла но верхнему пре¬ 
делу, надо в подъинтегральной функции заменить переменное ин¬ 
теграции верхним пределом: 

±\д х )йх=ДЬ). 

а 

Чтобы получить производную от интеграла по нижнему пределу, 
надо в подъинтегральной функции заменить переменное интегра¬ 
ции нижним пределом и' взять результат с обратным знаком: 

^ [/(*) йх — —Да)Ох. 

а 

Так, например, 

а гх-\-зіпх _Ь-\-&тЬ 
<й)х»4-3* Х ~~Ь*-\-ЪЬ ’ 

й с ^[/2-\-аях /2-і-сояс 
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§ 104. Определенный интеграл как первообразная. 

Если верхним пределом интеграла от функции /( х ) служит как раз 
аргумент функции, то такое его обозначение: 

X 

ІЮ *х ( 1 ) 

а 

по существу было бы неправильно, потому что в нем буква х играет 
двойную роль, обозначал и верхний предел и переменное интеграции, 
г. е. два существенно различных объекта мысли, что видно хотя бы из 
того, что интеграл есть функция своего верхнего предела, но не функ¬ 
ция переменного интеграции. Следовательно, если ввести обозначение 

(1) , то интеграл будет функцией х как верхнего предела и не будет 
функцией х как переменного интеграции. Поэтому, если верхним пре¬ 
делом служит аргумент функции, то переменное интеграции должно быть 
обозначено какой-нибудь иной буквой и вместо (1) мы должны напи¬ 
сать, например, так: 

X 

§ /О) іг. (2) 

а 

Но несмотря на это, 

очень часто, когда верхним пределом интеграла служит аргу¬ 
мент функции, то для обозначения переменного интеграции оста¬ 
вляют тот же символ, что и для верхнего предела, а потому вместо 

(2) пишут (1). 

( 3 ) 


«) 

только что доказанной тео- 


Теорема . Интеграл как функция верхнего предела есть одна из 
первообразных подъинтегральной функции, а именно та из пэрво- 


образных, которая обращается в нуль в 
Следовательно, если 

х 

точке нижнего предела. 

0 =^ Дх)<Сѵ, 

(5) 

Л 

то 


йи —/(х) йх. 

(6) 

причем « = 0 при х = а. Обратно, если 

• 

йи =/(х) йх. 

(7) 


пусть же мы имеем 


или точнее 


а 

а = ][/(*)«&. 


Вычислим производную от и по х. По 
реме 

йи \ 
йх 

кроме того, и — 0 при х = а . Получается 
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причем известно, что ааО при х = а у то 


и=*\пх)йх. ( 8 ) 

а 

Как известно, неопределенным интегралом называется сумма любой 
первообразной подъинтегральной функции и неопределенного постоянного. 
Поэтому 

^(х)Ах=Ф(х)-{-С, где Ф\х)=/(х). (9) 

Но так как определенный интеграл (8) есть одна из первообразных, 
то мы в равенстве (9) можем за функциональную часть Ф(х) принять 
как раз интеграл (8), откуда следует 

Теорема . Неопределенный интеграл может быть представлен 

через определенный по формуле 

| /(х) Охав^Дл г) <*г+ С. (10) 


Гораздо большее значение имеет 

Обратная теорема . Если функциональная часть неопределен¬ 
ного интеграла непрерывна, то определенный интеграл равен раз¬ 
ности между значениями функции интеграла в точках верхнего 
и нижнего пределов. Поэтому, если 

$/(*)Ас=Ф(дс) + С . (И) 


я Ф(х) непрерывна в интервале (а, Ь), то 


^{х)(1х = Ф(Ь) — Ф(а). 


( 12 ) 


Действительно, если 

«=$/ (х)йх, 

а 

сіи 

то — =/(дг) и, следовательно, 

йл _ (ІФ(х) 

йх йх 

а потому 

и = Ф(х)-\~К, 


где К —некоторое вполне определенное постоянное. Полагая и — 0, по¬ 
лучим 0 — Ф{а) + К- Следовательно, 

а=Ф(х)—Ф(а), 

т. е. 

§/(х)<и=*Ф(х)~Ф(а). ( 13 ) 





Принимая х = 1>, получим (12), и теорема доказана*). 

В левой части равенства (13) переменное интеграции и верхний пре¬ 
дел обозначены одной и той же буквой. В связи с этим заметим, что 

если х — переменная величина, то вместо точных обозначений 


х ь <И*) 

)/(г) Лх, ^ Дх) 0.x, \Л*) 

а х »(*) 

вошло в обычай писать 



» 


\/(х)йх. 


+(•*) 


\Дх)Ох. 

?<*) 


Так, например, при вполне точных обозначениях имеем 

X * 


X* 1 *=*' , 

ѴіГ (я=Ѵ7 


Вместо этого пишут 


X* Іх=х* 

І 

Ѵ7 Іх=Ѵх 


X* х 8 —х* 


(И) 


(15) 


Сравнение» (15) и (14) ясно показывает, что в (15) символ х упот¬ 
ребляется в различных смыслах. Особенно это ясно в равенствах х = ;с® 
и х-у^х- 

Подобным же образом, если Ь — переменное, то вместо 

ь 

^/{х)йх 

а 

часто пишут 


\тль. 


а если а—переменное, то также пишут 

ь 

\/(а)4а. 

а 

В случае же опасения хотя бы малейшего недора¬ 
зумения необходимо условные обозначения заменять 
точными, т. е. для обозначения переменного интеграции ввести сим¬ 
вол, который не фигурирует в выражениях пределов интеграла. 


§ 105. Важное замечание о первообразной. 

Хотя формула 


[/(*)</*= 0(А)-0(Л), 


*) Полезно сравнить это доказательство с доказательством на стр. 57. 



выражающая связь определенного интеграла с неопределенным, для фак¬ 
тического вычисления определенного интеграла может быть применена 
только в тех редких случаях, когда неопределенный интеграл может быть 
вычислен, однако при теоретических исследованиях мы ею часто можем 
пользоваться с большим успехом, опираясь на следующую теорему, вы¬ 
текающую из всего только что доказанного: 

Всякая функция Д х ), непрерывная в некотором интервале, имеет 
в этом интервале хоть одну непрерывную же первообразную, а 
потому неопределенный интеграл от функции /( х ) 

[/{х)(1х = Ф{х)+С 

всегда может быть представлен в такой форме, чтобы его функ¬ 
циональная часть в интервале непрерывности подъинтегральной 
функции была тоже непрерывна. 

Действительно, пусть 


<1Чх) = \/(х)сіх. 

С 

где с — какая-нибудь точка внутри интервала. 

Если подъинтегральная функция /(х) непрерывна в интервале (а, Ь), 
то в том же интервале непрерывна и функция Ф(х ). Так как в то же 
время Ф(х)=/(х), то теорема доказана. 

Еще раз отметим, что равенство 

ь 

\/(х)Ах^Ф(Ь) Ф(а) 

'а 

имеет место только тогда, когда функция Ф(лг) непрерывна. Помнить 
это чрезвычайно важно, потому что 

на практике при вычислении неопределенного интеграла от не¬ 
прерывной функции очень часто его функциональная часть полу¬ 
чается представленной прерывной функцией. 

Это обычно происходит тогда, когда при вычислении неопределенного 
интеграла прибегают к теореме о подстановке, согласно которой 

^/(х)аГл: — \/((?(*)) где 

И вот часто оказывается, что для функции <р(*) нельзя найти такого 
интервала, при изменении в, котором ее аргумента і переменное х изме¬ 
нялось бы непрерывно от а до Ь. В таком случае функциональная часть 
данного неопределенного интеграла представляется прерывной функцией. 
Поясним сказанное примером. Пусть требуется вычистить интеграл 

ъ 

0 = ^1-{-38ІП*І’ (П 

о 

В интервале (0,тс) подъинтегральная функция непрерывна и положительна. 
Она изображается кривой, лежащей над осью X, а потому сам интеграл 
заведомо положителен. Во всяком случае он не равен нулю. 
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Вычисляем его. Вспомйная, что под атсі^-* мы разумеем дугу, лежа¬ 
щую и первой или четвертой четверти, последовательно имеем: 


Г ах Г Ох _іГ 

,) І+Ззіп 2 * 3 соз 2 л:-[-4біп 2 х 2 3 1 


а2і%х 


+ (2^’ 


а потому 


I 


ах 


і 


1 —3 зт 2 х 2 


= -агс4§(21ё-«)+С 


( 2 ) 


Следовательно, 

ІС 

Іг+йнг;Ч"‘‘ 6(2 *">Ч" с * №0)= 

О 

=Дагс*еО— ^агс1е0 = 0. 

В чем же дело? Дело в том, что функциональная часть 
Ф(лг) = ^агс*е(2*ел;) 

получилась у нас прерывной в интервале (0, п). В самом деле, пред¬ 
ставим ее в таком виде: 

ф ( х ) = \ агс*е*т г=2\%х. 

Когда х непрерывно возрастает от нуля до ^, то -г непрерывно воз¬ 
растает от нуля до -[-оо. Поэтому в интервале ^0, ^мы должны при¬ 
нять, что 

Ф (І) = I агс ( + °°) = ?- 

и функция Ф{х) непрерывна на интервале ^0, 

Будем менять х от ^ до іг. При этом изменении гуже отрицателен, 

шй 

и когда х , находясь во второй четверти, приближается к то г стре- 

X * 

мится к — оо, а потому теперь мы должны принять, что ц* — = — оо. 
Благодаря этому 

ф (І)~і агс ‘ 2( -~ °°) =— ? ’ (4) 

но функция Ф{х) непрерывна в интервале , тг^. 



Из (3) и (4) мы видим, что в точке * = ~ функция Ф(х) принимает 

различные значения в зависимости от того, с какой стороны приближа¬ 
ется х к этой точке. Следовательно, функция Ф(х), будучи непрерывной 

как в интервале ^0, так и в интервале (^» 1Т )» в то же время 

прерывна на всем интервале (0, тг), а потому для этого интервала мы не 
имеем права воспользоваться теоремой о вычислении определенного ин¬ 
теграла через неопределенный. 

Как же быть? Очень просто. Мы разбиваем интервал (0, к) на два: 

(°’ 2") Н (І’ ")■ ИмеСМ 


я 2 я 

Г йх _ Г йх Г йх 

.) 1 + з 5ІП 2 ЛГ 3 1 +ЗзЩ2лг + 3 14-3 зіп*.ѵ > 

0 0 Я 

7 

і' I х =Г к *>+ й 


2 

ІТ 


йх 


-|- 3 8іп 2 X 


і агс Іе (2 х) = ^ агс Іб(+ «О=^ 




г I 2 

а потому окончательно 


іт 


=г>о. 


-)- 3 5Іп а х 2 


$ 106. Теорема об интеграле алгебраической суммы. 

Ниже под х будем разуметь аргумент подъинтегральной функции, 
под а и Ь — пределы интеграла, каждый из которых может быть или 
постоянной величиной или переменной; в частном случае он может быть 
любой функцией от х. 

Теорема. О пределенный интеграл от суммы непрерывных функ¬ 
ций равен сумме интегралов между теми же пределами от всех 
слагаемых: 

ь 

\ {?(*)±'И*)± • • • ± «(■*) > **= 

а 

ь ’ ь ь 

= ^ у(х) йх + ^ф( х )... + \ <о(дс) йх. (1) 

а а а 

Курс математического анализа, ч. И!. 


и 
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Первое доказательство. Пусть 

\ 'Хі( л) йх — Ф{х) ± С. \ <1>(х) йх = Г(Х) -і- С .\ ш (лг) йх =0(*) ±С, 

где функциональные части предполагаем непрерывными, что, как мы ви¬ 
дели, всегда возможно. Имеем 

\ { <р(,ѵ) + ф(-Ѵ) іЬ ... і ®(Л‘)} йх — Ф(х) +: Р\х) 4- ,. . 4- О(х) -|- С, 
а потому 

ь 

| { <р(*) ± 'К*) ± • • ± К*)} йх = 

= { 0(6)±Д6)±... ±0(Й)} - {Ф(а)± "(в)±... ±0(в)} = 

= { 0(6) - Ф(а)} ± {Р(Ь) - Де)} ± ... ± {0(6) - 0(а)} = 
ь ь » 

= ^ ір(дг) йх ± | ф(лг) йх ± ... ± ^ <о(х) йх, 

а а л 

и теорема доказана. Ее можно доказать и иначе. Пусть 

X Х п X 

и= ^ ср(дг) (іх ± ^ ф(лг)^±•.. ± ^ Ц*) Лх. (2) 

а а а 

Каждый интеграл в правой части обращается в нуль при х = а, поэтому 

и — 0 при х—а. (3) 

Кроме того, из (2) следует, что 

йи—і^х) + ф(*) ± •.. ± ®(х) У*!х. (4) 

Из (3) и (4) заключаем 

и = \ { «з(л:) + Ф(л:) + ... + ю(л;)} Ах. (5) 

іі 

Из (2) и (5) имеем 

| {<?(-*) ± . . . ± и(х )} йх = ^ у(х) йх ± ... ± ^ а(х)йх. 
а а а 

Полагая здесь х=Ь, получим (1), и теорема снова доказана. 

Ее геометрическое значение очень просто. Пусть АВ и СО — две 
данные кривые: 

у = (р(дг) и _у = ф(*) 
и пусть Рф — кривая, для которой 

.у=?(*)++(*)• 
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Следовательно, каждая ордината кривой Рф равна сумме соответствую¬ 
щих ей ординат данных кривых АВ и СО, Говорят, что кривая РС} 
образована наложением друг на друга кривых АВ и СО. Так как 


а г? р 

^ (Ч>(*) |-ф(.г))л г х— \ ?(*) (ІХ \ - \ 'Р(х)гіх. 


то 

илот. аР<2& = плот. аАВ/гплот. аСОЬ. 

Следовательно, площадь трапеции, 
ограниченная кривой, образован¬ 
ной наложением данных кривых, 
равна сумме площадей трапеций, 
ограниченных данными кривыми, 

В зависимости от вида функций у(х) н ф(л*) кривая Рф может очень 
отличаться* от формы налагаемых кривых. Так, например, если наложим 

X 2 1/2 

друг на друга верхнюю и нижнюю половины эллипса =1, 



то 


получим отрезок прямой. 


§ 107. Интеграл от диференцнального выражения. 

Понятие интеграла можно несколько расширить. 

Если /(х) -данная непрерывная функция несли через Ф(х) мы обо-- 
значим какую-нибудь ее непрерывную первообразную, то Ф'(х)=/(х) и 

Ах)сІх = 4Ф(х). 

Следовательно, всякое произведение любой функции на диферен¬ 
циал ее аргумента можно всегда рассматривать как диференциал 
некоторой функции. 

Это заключение можно несколько расширить. Пусть мы имеем про¬ 
изведение одной функции на диференциал другой функции, т. е. про¬ 
изведение типа 

ф(лг) <іу(х). 

Такое произведение мы тоже можем рассматривать как диференциал 
некоторой функции. В самом деле, 

Ф(*) Щх) = И*) ?'(*) йх > 

и теперь ясно, что если через Ф(х) мы обозначим функцию, производ¬ 
ная которой равна ф(лг) (р'(лг), то 

ФО :)ау(х) = аФ(х). 

Следовательно, всякое произведение одной функции на диферен¬ 
циал другой функции всегда можно рассматривать как диференциал 
некоторой функции. 

Выражения типа ф(.«)Л<р(.ѵ) часто называют диференциаламм. 

14 * 
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Если теперь Ф(х) =* /(, х ), то подъинтегральное выражение в интеграле 

ь 

\і(х) йх 

а 

мы можем представить в форме: <іФ(х). Тогда самый интеграл изобра¬ 
зится так: 

ь 

). 

о 

Эго и приводит к тому расширению понятия об интеграле, о кото¬ 
ром мы говорили. 

Интегралом от диференциала данной функции называется ин¬ 
теграл от производной данной функции: 

ь ь 

<1Ф{х) — ^ Ф'(х) Лх. 

а а 

Интегралом от диференциального выражения у(х) йф(лг) назы¬ 
вается интеграл от функции <р(х) ф'(дс): 

ь ь 

5 Ч(х) Щх) 88 ^ (р(л) 'Ѵ(Х) ах. 

а а 

Мы видим, что это расширение понятия интеграла не касается суще¬ 
ства самого понятия, а только той формы, в которой может быть пред¬ 
ставлено подъинтегральное выражение. 

Теорема * Интеграл от диференциала непрерывной функции ра* 
вен разности значений функции при верхнем и нижнем пределах: 

Ь іх-Ь 

\ йф(х) 88 / Ф(х) 88 Ф{Ь ) — Ф(а). (1) 

а /х-а 

Так к’ік 

\ 4Ф(х) = \ Ф\х) йх = Ф(х) С, 

то имеем (1). 

$ 108. Теорема об интегрировании по частям. 

Всегда имеем 

ь ь 

\ <*(*) <*Н*) *= № Щ) - ф) Ф)—\ <!>(*) Щх )= 

* а 

Ь, 

а 

при условии непрерывности функций у(х) и і(д;) и их производных. 
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Последовательно имеем 

ь ь 

5 <Р(*)*К*)= $ {<*?(*) ФО) - фО)<**0)} = 

в а 

ь ь і х-ь ь 

= ? а і( х ) ФО) — [ ФО) <*?0) = / <рО) ФО) — 5 ФО) ^О)- 

а а I х=а а 


Выражение 

частью. 

Пример. 


*(*)«№) 

Имеем 


(р(а)ф(а) 


называется проинтегрированной 


я 

^ со&х\пх(іх=^ 1пл:^5іпл:=[8іпа:-1п^]^ 


я я 



Полезно сравнить эту теорему, обозначив <р(лг) и ф(лг) через и и ѵ, 
с соответствующей теоремой в теории неопределенных интегралов. 


§ 109. Теорема о подстановке. 

Если Дг) — функция, непрерывная на интервале (а, 6), и если 
д: = г і(1) — непрерывная функция вместе с своей производной на ин¬ 
тервале (а, р) и если при изменении і от а до [5 величина х изме¬ 
няется от а до & так, что 


то 


а = <р(а), &»ср(Р), 

5Лл)Л*в (/(»«)) т ’(0Л. 


0) 


Пусть, как и раньше, 

( /О) йх * ф(х) + С, 

где Ф(х) непрерывна в интервале (а, Ь). По теореме о подстановке для 
неопределенного интеграла имеем 

а потому 

? 

)І /(?(0) *'(*) Л = Ф(<Кр)) - Ф((р(а))= 

« 

ъ 

= Ф(Ь)-Ф(а)=\/(х)с1х, 

а 

и теорема доказана. Ее можно доказать и так: пусть 

и=т^/(х)ах. (2) 
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Следовательно, и— 0 при х = а и 

сіи~/{х)сІх. (3) 

Если мы примем х—{(*),то и обратится в функцию от /, н равен¬ 

ство (3) заменится равенством 

А»=/(<К0) ?'(*)*; О) 

при этом, так как х = а при і = а, то и обращается в нуль при і = а, 

а потому из (4) следует, что 

і 

« = $/(*(*))»'(<) А. (5) 

* 

Сравнивая со (2), имеем 

X I 

^/{х)ах=[/{ч(і))і'{і)сі(, (6) 

а « 


Полагая і = $, получим (1), потому что, когда і = $, то х=^Ь. Теорема 
доказана. 

Мы видим, что, производя в определенном интеграле замену перемен¬ 
ного, мы должны не только заменить старое переменное функцией но¬ 
вого, но также должны изменить пределы интеграла. Новым интервалом 
интеграции будет тот интервал, в котором должно измениться новое 
переменное і, чтобы старое переменное х могло пробежать весь свой 
интервал. 

Пусть, например, требуется вычислиіь площадь эллипса ~+т!=1. 

а* О* 

Для верхней его половины 

у = + |/аггт«. 


Поэтому, если и — площадь верхней половины эллипса, то 






Делаем подстановку х:—л $ія і, Чтобы х менялось от —а до Н-д, надо і ме¬ 
нять от —до Поэтому 






2 



Д* зіп* /) а со$ / 41 =■ аЬ ^ сов* і 4і =■ 

к 


—/ '(т+^)=т-. 

-т /-т 


Площадь всего эллипса равна *аЪ. 
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Для теоретических применений теоремы о подстановке полезно заме¬ 
тить следующую ее форму. Пусть 

У =/(*)• 

у=АН*))- 

Ч 

• /(?(/)) 

а Л 4 а 

т. е. имеем & э 

. \уйх=\уйх, 

•х а * 


Тогда, если х=у{і), то 
Имеем 


причем в левой части у — функция х, а в правой части у и х — функ¬ 
ции і. Следовательно, 

если в интеграле ь 

I*** 

а 

у есть функция х, то величина интеграла не изменится, если мы 
будем рассматривать у их как функции нового переменного і, но 
только при условии, чтобы пределы 
интеграла а и Ь, между которыми ме¬ 
няется х, были заменены пределами 
зи р, между которыми меняется новое 
переменное I: 

ь ;< 

)>«*=) У**- Черт. 89. 



Мы воспользуемся этой формой теоремы о подстановке для вывода 
формулы для площади трапеции. 

Мы видели, что если ордината кривой дана как функция абсциссы: 
то для площади и, пробегаемой ординатой при изменении х 
от а до Ь } имеем: ь 

и = ^/( л :)сіх. 


Предположим теперь, что кривая дана параметрически уравнениями 

*=<?(*)> у=<К0. 


и пусть начальной и конечной точкам кривой соответствуют значения 
параметра, равные и Т . Следовательно, изменяя і от до Г, мы по¬ 
лучим всю кривую АВь 

Рассмотрим, как выразится в этом случае площадь и, пробегаемая 
ординатой при изменении і от і 0 до Т. 

Хотя кривая нам и дана параметрически, но ее ордината во всяком 
случае есть некоторая функция абсциссы и, рассматривая у как функ¬ 
цию х , мы имеем: ь 

.*>. и^^уах, (7) 

' а 

где а и Ь — абсциссы начальной и конечной точек кривой. 
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Но по теореме о подстановке 

ь г 



где в правой частиц и х — уже функции і. Следовательно, 

г 

и = \ у Ах, 

/о 

и мы получаем теорему: 

Если кривая дана параметрически уравнениями 

*=?(<)» з'=ф(0> 


то для площади, описываемой ординатой при изменении параметра 
от ? 0 до Т, имеем 

Т 

а = ^у(1х, ( 8 ) 


где в подъинтегральном выражении надо у н х рассматривать как 
функции параметра. 

Чтобы из (8) получить обычную формулу, заметим, что если кривая 
дана уравнением у= /(лг), то параметром служит х. Если он изменяется 
от а до А, то согласно (8) имеем (2), 


Пример. Пусть требуется вычислить площадь и циклоиды, уравнения ко¬ 
торой х — а{і — мп *), у = а (1 — соз *)• 

Чтобы получить эту площадь, надо і изменять от 0 до 2я, а потому 



2к 


да (і _ соз *) а Аі — а* 



— 2 соз і + 


1 соз 2 і \ 

2 ) 


41 = 


= *7 (у-2зІп<-1-^)л = 

/*=о 


бка- 


Следовагельно, площадь циклоиды в три раза больше площади образую¬ 
щего круга. 


§ 110. Сравнение интегралов. 

Теорема об интеграле положительной функции. Если ниж¬ 
ний предел интеграла меньше верхнего и если подъинтегральная 
функция положительна при всех значениях аргумента, то интеграл 
положителен. Следовательно, 

» 

^Дх)Дѵ>0, 

а 

если и /(*)>() при всяком х . 

По теореме о среднем значении интеграла имеем 
ь 

\/(х)4х=/$)(Ь а). 

а 
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Но в правой части по условию теоремы оба множителя Ь — а и /($) 
положительны, а потому и произведение их положительно. 

Геометрически теорема очевидна. В самом деле, если /(л:)>0, то 
кривая у=/(х) лежит всеми точками выше оси X. Так как а<^Ь, то 
интеграл равен площади, описываемой ординатой, движущейся в поло¬ 
жительном направлении. Следовательно, площадь положительна, а потому 
положителен и интеграл. 

Теорема о сравнении интегралов . Если и <р(*) <ф(*) 

при всяком х у то 

ь ь 

5 ?(■*)<**< $ Ъ{х)Ох. 

а а 

В самом деле, при всяком х 

ф(лг) — <р(*)> о, 

а потому по предыдущей теореме 

* 

ь 

\ (ФО) — ?(*)) 4х > о, 


что можно переписать в таком виде: 

ь ь 

^ фО) йх — (<р(дг) йх^> 0. 

а а 

Отсюда немедленно же вытекает теорема. 


§ 111. Обобщенная теорема о среднем значении интеграла. 

Если <р(лс) и ф(х) непрерывны в интервале (а, Ь), причем функ¬ 
ция ф(лг) сохраняет на всем интервале один и тот же знак, то 

6 ь 

\ (р(лс) фО) = ^ф(л) ах, (1) 

а а 

где 5 — некоторое число, промежуточное ме^кду а и Ь. 

Предположим сначала, что фО) положительна при всяком х, и пусть 
т и М — наименьшее и наибольшее из значений функции <р(лс) на ин¬ 
тервале (а, Ь)\ 

т%у(х)-<^М. ( 2 ) 

Так как фО)>0, то 

т'Ь(х) ^ (р(лг) фО) 2 М'!?(х ); (3) 

ь ь ь 

т [ ф(лг) Ох ^ | (р(лг) ф(дг) ах ^ М \ ф(лг) ах. (4) 

а а а 
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,і потому 


ь ь 

\ <р(*')4 \(х)Лх = ц \ '\{х)сіх, (5) 

и и 

где ^ — некоторое число, промежуточное между т и Ж*). 

Но всякая непрерывная функция принимает все значения, промежу¬ 
точные между ее наименьшим значением т и наибольшим Ж. Следова¬ 
тельно, должно существовать такое 5, промежуточное между а и Ь, что 

<?=?(*) (6) 

Из (5) и (6) следует (1). Но это, если ф(лг) > 0. Если же ф(*) везде 
отрицательна, то — <|>(х) положительна, а потому по доказанному 

ь ь 

!'*(*)•(— Ф(*))<*ЛГ = -'*($)! - ф(х) <1х, 

а а 

откуда опять следует (1). 

Необходимо помнить, что теорема верна только при усло¬ 
вии, что ф(дг) или везде положительна, или везде отри¬ 
цательна. Но если ф(лг) может менять знак в интервале ( а , Ь ), то 
теорема может оказаться неверной. 

3 равенстве (1) можно принять ф(дг) = 1, так как в этом случае она 
сохраняет свой знак в интервале (а, Ь). Но принимая ф(дг)=1, получим 

ь ь 

У <р(.х) йх = <р($) \<іх = ?(€) Ф ~ «)> 

0 а 

т. е. получим теорему о среднем значении интеграла. Следовательно, 
равенство (1) действительно есть обобщение этой теоремы. 

• 

§ 112. Заключение. 

Для лучшего обозрения основных свойств определенного интеграла 
мы представим их в виде таблицы в несколько ином порядке, чем 
доказывали их. Объяснение обозначений, а также словесную форму¬ 
лировку теорем опускаем. 


•) Если 

го, деля на А, получим 


тА<г<МА, 


при і 4 > 0 и ш ^-д ^ Ж при А < 


0. 


( 1 ) 


( 2 ) 


В том и другом случае промежуточно между т и Ж, а потому ^-=0* 
г-.-дА, где ^-какое-то число, промежуточное между т и АГ 


ОІО 



I. Определения: 




\ у(х) АЦх) = I <р(х) ф г (лг) Ах, 


о а 

( АФ{х) = | Ф'(аг) Ах, 


\${х')йх— 0. 

І 

Интеграл есть функция своих пределов, но не функция перемен¬ 
ного интеграции. 

2. Условные обозначения: 

х .ѵ і(Л') Ш) 

\/(х)Ах=\/(г)Аі, \/(х)Ал ; = у(г)Аг. 

а а і(х) '?(*) 

3. Соотношение между определенным и неопреде¬ 
ленным интегралами: если 

[ / (х) Ах — Ф(х) - (- С 

V 

и Ф{х) непрерывна, то 

» 

^ /(АГ) Ах = Фф) — Ф(в), 

ь 

4. Теорема о производных интеграла по пределам: 

ь ъ 

± \ /{X) Ах=/ф), 1 { /(X) Ах = —/(в). 

аьі аа-’ 

5. Интеграл как функция верхнего предела: если 

X 

и = [/(х)Ах, 


Аи — /{х) Ах 

и а = 0 при х — а. 

6. Теорема о перестановке пределов: 


^ /(х) Ах—— ^ /(лг) Ах. 

п Ь 


7. Теорема о выносе постоянного множителя: 
ь ь 

\ А/(х) йх = А \/{х)(іх. 
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8. Теорема об интеграле суммы: 

ь ъ ь 

\ {'К*) ± ФОО} ах=\ <р(*) ах ± § ф(лг) ах. 

а а а 

9. Теорема о делении интервала интеграции: 

Ь с Ь 

]7оо йх =] /О) ах +^/(*) ах. 

а а с 

10. Теорема об интеграле диференциала функции: 

6 

^ 4Ф(х) = Ф{Ь) — Ф(а). 

а 

11. Теорема об интегрировании по частям: 

•ъ ь 

5 <р( х ) 4<р(х) = [<р(*) ф(л))*—^ ф(л) 4у(х). 

а а 

12. Теорема о подстановке: 

ь 

\ /(х) ах — /(у(і)) <р’(0 аі > *='■?(/). 

« « 
ь ? 

^у4х = \у4х, а = <?(<*), * = <{<?)■ 

а 9 

13. Теоремы о среднем значении интеграла: 

ь 

[А*)Лс=*(А-«)/(2). 

а 

Ь Ь 

5 ч>(-^) «к*) іх = ѵ(5) 5 <к*> &х 

а а 

при условии, что ф(*) сохраняет один, и тот же знак в интервале 
интеграции. 

14. Теорема о сравнении интегралов: если 

■<К*)< < К*) и «<*.* 


5 <?(*) ах < ^ ф(х) ах. 


15. Теорема о среднем значении функции в ин¬ 
тервале: . 


А = —а) т<ІХ - 


ГЛАВА ШЕСТНАДЦАТАЯ 


ОБОБЩЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 

Вводя понятие об определенном интеграле как пределе суммы: 
ь ь 

|| /(*) іх = Нт Х/(*) Длг > 

а а 

мы предполагали, что подъинтегральная функция непрерывна в интервале 
интеграции и что пределы интеграла конечны. Такие интегралы будем 
называть обыкновенными. 

Но в приложениях мы постоянно встречаемся не только с непрерыв¬ 
ными функциями, но и с прерывными. Кроме того, часто приходится 
рассматривать функции, аргументы которых изменяются не в некотором 
конечном интервале, но могут принимать всевозможные значения от —ос 
до -{-оо. Поэтому естественно возникает вопрос: нельзя ли расширить, 
или, как принято говорить, нельзя ли обобщить понятие определенного 
интеграла так, чтобы не только подъинтегральная функция могла быть 
прерывной, но чтобы и пределы интеграла могли принимать как конечные, 
так и бесконечные значения? Такое обобщение оказывается возможным, 
и результатом его получаются интегралы, называемые в отличие от 
обыкновенных обобщенными, или несобственными, интегралами. 

§ 113. Обобщенные интегралы первого рода. 

Идея непрерывности проходит красной нитью через весь Аналил 
Она же лежит в основе обобщения понятия интеграла. Как известно, 

функция называется непрерывной в точке с, если ее предел 
в этой точке конечен и равен ее значению в этой точке, т. е. если 

Нт/С*) =/(с), 

Х-+С 

причем правая часть конечна. Если же предел функции в точке с 
или бесконечен, или, хотя и конечен, но не равен значению функции 
в этой точке, или же, наконец, если его не существует, то точка с 
называется точкой прерывности. 

Функция может быть прерывна или на одном конце рассматриваемого 
интервала, или на обоих его концах, или только внутри него, или, на¬ 
конец, как внутри него, так и на одном, или на обоих его концах. 

Обобщенными интегралами первого рода назовем интегралы от 
функций, прерывных только на одном или на обоих концах интер¬ 
вала интеграции, но непрерывных во всех внутренних точках ин¬ 
тервала. 
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Нижний предел интеграла может быть меньше или больше верхнего 
предела. Но случай, когда верхний предел меньше нижнего, простой 
перестановкой пределов приводится к случаю, когда нижний предел 
меньше верхнего. Поэтому при теоретических рассуждениях можно ог¬ 
раничиться только рассмотрением случая, когда нижний предел меньше 
верхнего, что мы в дальнейшем и будем обыкновенно предполагать. 


Чтобы подойти к определению понятия об обобщенном интеграле, рассмот¬ 
рим сначала наиболее простой случай, когда данная функция непрерывна на 
всем интервале за исключением одпого из его концов. 

Пусть /(х) — функция, непрерывная во всех точках интервала ( а , Ь ), кроме 

точки Ь (черт. 90). В таком случае мы не имеем 
а А а права говорить об интеграле 


+ — 
X 


Черт. 90. 


ь 

0 = §/(х)4х. (I) 

а 


Но так как, какое бы мы ни взяли как угодно малое положительное число*, 
функция везде непрерывна на интервале (л, Ь — в), не исключая его концов, то 
мы имеем право говорить об интеграле 

ь —Е 

И=\/(х)йх (2) 

а 


при всяком достаточно малом положительном е. 

Будем 8 бесконечно умалять. В пределе интервал (я, Ь — е) обратится в ин¬ 
тервал (я, &), а потому, если при этом интеграл (2) имеет конечный предел, 
то этот предел естественно принять за интеграл (1), т. е. естественно принять, 
что 


ь 


Ѵ (ж) 


ь-г 


йх — Ііш 



йх. 


Рассмотрим, например, интеграл 


і 



о 


Подъинтегральная функция в интервале (0,1) везде непрерывна, за исклю¬ 
чением правого конца его, где она обращается в х>. Поэтому берем сначала 
интеграл 

о 

где в положительно и достаточно мало. Так как- 


то ясно, что 


1-8 

I — - = агс 5іп (1 — е). 

о 


1-8 

1ѵ 


их 


Ѵ\ - ** 


= агс зіп 1 


а 


я 

Т' 
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Ііш 

е —>0 



я потому принимаем, что 


Идея обобщения ясна. Если функция прерывна только в точке то вместо 
интервала (а, Ь) мы берем интервал (а, Ь е), где е достаточно мало. Затем мы 
рассматриваем интеграл уже в интервале (а, Ъ—е) 

и смотрим, чему он равен в пределе, если е—►О. оо + і р 

Точно также, если функция прерывна только —--- ~ у 

в точке а, то вместо интервала (а, Ь) берем ин- * 

теграл по интервалу (а + е, Ь) и затем смотрим, Черт, 91. 

к какому пределу стремится этот интеграл, 

если 6 будет бесконечно умаляться. Следовательно, понятие об обобщенном 
интеграле вводится с помощью следующих определений: 

Если функция /(х ) прерывна только при верхнем пределе А, 
то интегралом от а до А, который обозначается так: 


^/(*) Лх, 


называется тот предел, если он существует и конечен, к которому 
стремится интеграл 

Ь —Е 

\/(х)Лх 

а 

при бесконечно умаляющемся е. 

Если функция /(х) прерывна только при нижнем пределе о, то 
интегралом от а до А, обозначаемым так: 


$/(*) Лх, 


называется тот предел, если он существует и конечен, к которому 
при бесконечно умаляющемся е стремится интеграл 

ь 

\/(х)йх. 

я 4-і 

Следовательно, по определению, если А — точка прерывности, то 


V V— А 

\/{х) <Іх — 11га ^/(Л :)Лх, 


а если а —точка прерывности, то 


\Дк) йх= 11га \/{х)йх 


при непременном условии, что в том и другом случае предел 
в правой части существует я конечен. 

Если теперь функция /(х) прерывна на обоих концах интервала 
(черт. 92), то этот интервал любой внутренней точкой с делится на два 

Ж 



подынтервала, на каждом из которых функция уже прерывна только на 
одном конце, а потому естественно ввести такое определение: 

Если функция /(л:) прерывна на обоих концах интервала (а, Ь) ч 
но непрерывна внутри него и если оба интеграла 

а с Ь г ь 

~ І 1 § /(*) йх и ^ /(*) ах, 

Черт. 92. а е 

где с — внутренняя точка, существуют, то по определению 
ь с ь 

| /(х) ах = [/(х)Ох + \/{х)йх. 

а а с 


Рассмотрим несколько примеров на эти определения. 


і 

Примеры. 1. Пусть требуется вычислить интеграл О = 

о 

Подынтегральная функция в интервале (0,1) прерывна только в точке 
дг=1,гдеона обращается в бесконечность. Поэтому согласно определению 
пишем: 



1-^= II* 

.)/!-* -л } у\~. 


о о 

где б бесконечно умаляется, принимая только положительные значения. Так как 


I 


_ 

У\—х 


±Уі-х + С, 


ТО 


=——уТ + — 

і УТ=1 і 2 У + 2’ 


а потому, умаляя б до нуля, получаем: 

і 


Г йх _ 

] ѵт=х~' 


2. Пусть требуется вычислить интеграл 

2 

0 = 




( 1 ) 


в котором подынтегральная функция прерывна только при верхнем пределе. 
Мы пишем: 

2 2 —* 

іІХ 


Г йх Г ііх 


Нетрудно убедиться, что 


7 ^—- 


(- 1 ) 
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Если « бесконечно умаляется, то правая часть в пределе обращается в бес¬ 
конечность. Следовательно, интеграл (2) не имеет конечного предела, а потому 
обобщенного интеграла (1) не существует. 

3. Рассмотрим интеграл: 


°= гЬ)(Г^і- 


(3) 


где подъинтегральная функция прерывна только при верхнем пределе. Мы 
пишем: 

1 і-/) 


г К ПК 

I СОЗ :- I С05 ,- 

І71 - г^гіг==1Іпі \ -- ЪГ ах ' 

а (1 — *)* (1 — х)* 


т }-»0 л О х )* 


и так как 


то 


Г со * і — х Г « і і С 

1 Тл -г: * х — 1 соз- а --= — 1 

ц) (1 — х)* О 1— х 1 — х ЯЛ 

1-т, 

Г СОЗ — 

\ 1-д: , 1 . к 

1 71-—ЯП — . 

(1 — Л)* К 71 


соя уйу = *1п + С, 


(4) 


Если ті стремится к нулю, то величина — бесконечно возрастает, синус 

же ее, колеблясь между — 1 и +1, не стремится ни к какому конечному пре¬ 
делу. Следовательно, интеграл (4) не имеет конечного предела, а потому не 
существует и интеграл (3). 

4. Существует или не существует интеграл 


I 

-1 


йх 


ѵт 


(5) 


от функции, прерывной на обоих концах интервала (— 1, 1), где она обращается 
в бесконечность? 

Берем внутри интервала (— 1, 1) какую-нибудь точку с и исследуем сначала 
вопрос о существовании интегралов 


Так как 


Г- 7 = и ( ■_ і. . 

]Ѵ 1-** .ІуТ^Га 

е — 1 

I 


(в) 


У 1-д* 


= агс зіп х 4- С, 


г ах 

] Ѵі~Л 

с 

Г - г* Х = агс аіп с 


ахс аіп (1 — а) — агс 8іп с , 


— агс аіп (— 1 в), 


15 


Куре мат^матнчеек'го анализа, ч. Ш. 
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а потому если і —► О, 


Г й< 

Нт I — — = агг 1 — агс аіп с, 

—О ) У\ - *» 


С 

Г —=^=:==агс зіпс + агсзіп 1. 
е -*° ^ /1 — & 

-1 + 1 


Следовательно, интегралы (6) существуют, а именно 

1 в С 

( ~ агс 8,11 с • (* г* Х ~ = агс 8ІП с + . (7) 

2 )Ѵ\-& 1 

с — 1 

Повтому существует и интеграл (5). Складывая интегралы (7), найдем, что 

+ 1 

Г йх 

3 /ггг*-’'- 

-і 

Примеры (2) и (3) ясно показывают, что обобщенные интегралы не всегда 
существуют. 

Обобщенный интеграл, если он существует, называется сходя¬ 
щимся в точке прерывности функции, а если не существует,— 
расходящимся. 

$ 114. Обобщенные интегралы второго рода- 

Обобщенными интегралами второго рода назовем внтегралы от 
функций, прерывных внутри интервала и, быть может, на одном 

или на обоих концах его. 

. Если функция /(х) прерывна 

Л. ^ г *? _--- 1 _ + ~ -7 ж - внутри интервала (в, Ь) в точ- 

^ ках с,, г,, . *., Сд— і, делящих 
Черт. 93. основной интервал на иодъин- 

тервалы, внутри каждого из ко¬ 
торых функция /(х) уже непрерывна, и если интегралы первого рода 


Ь Ч а 

^ /(х) йх, ^ /(х) Ох . | Дх) ах 


существуют, то по определению 


$Л *)ах = ] /(х)ах + ^/( х ) Ох+ |Л*) ах. 


Например, согласно этому определению 


т * . ѵ і- 1 

р йх _ р йх р я 

^ 3 Р 


226 



потому что подъинтегральная функция прерывна внутри интервала только 
в точке дг = 0. Так как 



§ 115. Интегралы с бесконечными пределами. 

Интегралами с бесконечными пределами, или интегралами третье* 
го рода, назовем интегралы, у которых один или оба предела 
бесконечны. 

Будем предполагать нижний предел меньшим верхнего, потому что 
к этому случаю всегда можно перейти перестановкой пределов, если 
нижний предел больше верхнего. 

Определение. Если интеграл 

ь 

\/(х)Ах 

I а 

% 

существует при всяком достаточно большом Ь , то по определению 
4-м ё' 

і /(л)Жс« Нт С /(л) Ах 

я ь - к + ‘»а 

при условии, что предел в правой части существует и конечен. 
Если интеграл 

1 \ Дх) Ах 


существует при всяком в, меньшем Ь, то по определению 
ь ь 

С Дх) Ах = Ііш С Дх) Ах 

а-+ — оо і 


— оо 


при условии, что предел в правой части существует и конечен. 
Если интегралы 

+ 00 е 

\ Дх) Ах и ^ Дх) Ах, 

С —00 

где с — какое-нибудь конечное число, существуют, то по определению 

4-оо С 4-00 

\ /(х)ах= [ /(х) ах + ^ /(х) ах. 


15* 
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лі с 

4-оо 

) хе~ х '<іх=0. 

— 00 

$ 116. О связи обобщенного интеграла с неопределенным. 

Раз введено понятие об обобщенном интеграле, то возникает вопрос’- 
остаются ли справедливыми для обобщенных интегралов теоремы, ранее 
доказанные нами для обыкновенных интегралов? 

Все эти теоремы были нами доказаны, опираясь на связь определен¬ 
ного интеграла с неопределенным, на связь, выражаемую равенством: 

ъ 

5 /(*) Лх = Ф(Ь) — Ф(а). 

а 

Поэтому естественно прежде всего исследовать, сохраняется ли эта 
связь и для обобщенных интегралов. 

В дальнейшем под значением функции в точке оо (или — ос) мы 
будем разуметь тот предел, если он существует, к которому стремится 
функция /(х), когда х стремится к -(- ос (или —оо). Следовательно, 
по определению 

Ф(-{- оо) == Нт Ф(х), Ф(— ос) = Нт Ф(х). 

Х-* + <» X — — 00 

Эти равенства, если их читать справа налево, напоминают равенство 

Нт Ф(х)=Ф(с), 

Х~*( 

которым определяется непрерывность функции Ф(х ) в точке е при до¬ 
бавочном условии, чтобы значение функции в точке е было конечно. 
Ввиду этого , 

если значение функции Ф(х ) в точке +оо конечно, то усло¬ 
вимся считать функцию Ф(х) непрерывной в точке Ц- оо. 

Соответствующего условия будем придерживаться и для точки — оо. 
Заметив это, предположим, что функция /( х ) непрерывна на всем интер¬ 
вале (о, Ь), не исключая его концов, и пусть с — точка внутри этого 
интервала. Мы знаем, что если 

ѵ ф(х) = §/(х)4х, то Ф'(х)=/(х), 

І 

причем Ф(х) тоже непрерывна на всем интервале. Следовательно, 

функция, непрерывная на всем интервале, имеет на этом интер¬ 
вале везде непрерывную первообразную. 

Докажем, что подобная же теорема имеет место и для обобщенных 
интегралов. 


I х *- 


а потому 


—оо 
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Теорема. Будет ли каждое из чисел а и Ь конечно или 
нечно, всегда если обобщенный интеграл 


$/(*) 4х 


а 


беско* 


(1) 


существует, то подъинтегральная функция имеет хоть одну перво¬ 
образную, непрерывную на всем интервале ( а,Ь ), а потому неопре¬ 
деленный интеграл 


^Дх)ах=>Ф(х) + С 


( 2 ) 


можно представить так, чтобы его функциональная часть была 
непрерывна на всем интервале интеграции, не исключая его концов. 

Докажем сначала эту теорему для интегралов первого рода. Предпо¬ 
ложим дня общности, что функция /(х) непрерывна внутри интервал# 
(в, Ь), но прерывна на обоих концах его. Пусть с — какая-нибудь точка 
внутри интервала. Так как по условию теоремы интеграл (1) существует, 
то существуют и интегралы 


С о 

^{(х)(ІХ -И ^ /(*) ах, 


( 3 ) 


причем по определению 


С С Ь — « Ь 

Ііш /(х)йх = [/(х)4х, Ііш [ /{х)<іх = {/(х)ах. (4) 

І с - с 


Рассмотрим функцию 


X 


Ф(х)=\ ) /(х)ах. 

с 


( 5 ) 


Если к — произвольно взятая точка внутри интервала (а, Ь), то, как бы 
близка она ни оказалась к одному из концов интервала (а,Ь), всегда 

можно найти такой интервал (сф), концы ко- 

Д _ к Ь торого лежали бы внутри интервала ( а,Ь ) 

„•*» р х и для которого точка к была бы внутрен¬ 

ней. Тогда функция Ддг), а потому и Ф(х) 
Черт. 94. будут непрерывны на интервале (сф). Следо¬ 

вательно, функция Ф(х) непрерывна в ка¬ 
ждой внутренней точке интервала (а, А), причем Ф\х)=/(х). 

Докажем, что функция Ф(х) непрерывна также в точках а и А, Для 
этого надо доказать, что 

Пт Ф(а е) =- Ф(а), Ит Ф(Ь - в) = Ф(Ь), 

і —» 0 в -* О 

г. е. согласно (5) надо доказать, что имеют место равенства (4). Но эти 
равенства имеют место, потому что интегралы (3) существуют- Итак, Ф(х) 
непрерывна на всем интервале, не исключая его концов.. Теорема дока¬ 
зана для интегралов первого рода. Перейдем к ее доказательству и для 
интегралов второго рода. 
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Мы предположим, что функция /(*) прерывна внутри интервала (а, Ь) 
только в двух точках с г и с г Идея доказательства, как увидим, не за¬ 
висит от числа точек прерывности. 

ь 


Но если интеграл 


\№*х 


(6) 


существует, то но определению существуют и интегралы 

Сі с } % 

^ /(х) ах, І| /(*) ах, | /(х) ах. 


каждый из которых уже интеграл первого рода, а потому по только что 
доказанному в каждом из интервалов (и, с : ), (с г ,с 2 ) и (с 2 , Ь) функция/(лг) 
имеет первообразную, непрерывную в нем. 

Пусть эти первообразные будут функции <р(*), ф(лг) и 'Ы.х); из них 

ір(лг) непрерывна На интервале (в, с,), причем у'(х)=/(х); 

ф(Д>) • я к (с^і С,), я /(х), 

ѵ>(х) , я . (с г ,Ь), „ =/(*). 


Вообразим, что каждая из этих 
функций изображена в своем ин¬ 
тервале кривой. Эти кривые пусть 
будут АВ, СО, НК (черт. 96). 

Уменьшим все ординаты кривой 
СО на одну и ту же величину 
р , равную разности между орди* 
натами с г С и с г В. Получим неко¬ 
торую новую кривую ВР • 

Уменьшим все ординаты кривой 
НК на одну и ту к величину 
ц, равную разности между ор¬ 
динатами с$Н и с,Р. Пусть РО 
Мы теперь имеём непрерывную 

У= 



будет полученная кривая, 
кривую АВР§, и если для нее 

ад, 


то функция Ф(х) непрерывна на интервале (а, Ь), причем 


на интервале (а, с 1 ) 
я я ( с і> с г) 
я я (С Ѵ Ь) 


Ф(х)=у{х) а потому <&(х)=/(х); 
Ф(дс)=ф(дг) — р „ я Ф'С*) =/(*); 
Ф(д?)=да( х) — д я я Ф\х)=/(х). 


Итак, на всем интервале^а, Ь) функция Ф(х) непрерывна и Ф(х)=/(х). 
Теорема доказана и для интегралов второго рода. 

Перейдем теперь к интегралам с бесконечными пределами. Пусть 
попрежкему ^ х 

<т=\тах. 

с 


Если интеграл 


+* 

$/(*><** 


231 




существует, то по определению 

Нш С/(*)<&= [ /(г)***. 

« с і 

т. е. 

Пт Ф(х ) = Ф(+ оо), 
х-*+оо 

причем Ф(-{-оо) конечно. Мы условились говорить, что в этом случае 

функция Ф(лг) непрерывна при х = -\-оо. 

Если теперь интеграл 

У /(х) 4 х 

С 

существует и конечен, то 

ІІш /(*)</* = 

т. е. 

ІІШ ф(лг) = ф (-«?), 
ж-* —оо 


а потому первообразная Ф(х) непрерывна и при х = — оо. Теорема 
окончательно доказана. Она связывает непрерывность первообразной 
с существованием обобщенного интеграла, Легко теперь доказать чрезвы¬ 
чайно важную обратную теорему, которая часто позволяет легко решить 
вопрос о существовании обобщенного интеграла. 

Теорема. Будут ли пределы интеграла о 
д с Ь и ^ конечны или бесконечны, всегда если не- 

—-— і —^-м—у определенный интеграл . 

Черт. 96. 5/ И йх = Ф(х) + С (Г) 


представлен так, что его функциональная часть Ф(х) непрерывна 
на всей интервале (а, Ь), не исключая его концов, то обобщенный 
интеграл 

» 

\№<Ь ( 8 ) 

существует, причем а 

ь 

\Дх)ах = Ф(Ь) — Ф(а), (9) 


Предположим сначала, что функция /(х) прерывна только на концах 
интервала (а, Ь ), и пусть с — точка внутри интервала. Так как функция 
непрерывна на каждом интервале (а-\-е,с) и (с, Ь — г), то 


е 


|/(х) йх= Ф(с) — Ф(а а), 


Ь — а 


$/(*) <ІХ — Ф{Ь -8) — Ф(с). 


( 10 ) 
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Пусть *—»0. Ввиду непрерывности функции Ф(х) правые части, 
а потому и левые имеют конечные пределы. Следовательно, интегралы 

\/{х)<іх и $/(*)<** 
а с 

существуют, причем из (10), переходя к пределу, имеем 
с * 

|/(*) <іх^±ф{с) — Ф(а), $/(х) ах= Ф(Ь) — Ф(с). 

й с 

Складывая эти равенства, получаем равенство (9), и теорема доказана 
для интегралов первого рода. Пусть теперь функция /( х) прерывна 
внутри, интервала (а, Ь) в точках с 19 с ѵ . . с п _ ѵ По определению 

* « <і «I *П-1 

где в правой части все интегралы первого рода, а потому по только 
что доказанному 

5 /(*) Лх = Ф(с,) — Ф(а), 

* 

^}(х)<1х=*Ф{с 9 )-Ф{с і). 
е« 


ь 

§/(х)ах=>Ф(Ь)-Ф(с я _і). 

Сп-і 

Складывая эти равенства, получаем равенство 
ь 

^/(*)<** = ф0)_ф(д), (11) 

а 

\ 

и теорема доказана для интегралов второго рода. 

| Пусть в равенстве (11) верхний предел стремится к -|- оо . Переходя 
К пределу, получим: 

> 

/(*)<**= Ф (-4- ОО) - Ф(а). ( 12) 

Это — равенство (11), в которой на месте Ь стоит -{-оо. Если же в (11) 
Заставим а стремиться к — ро, то получим: 

ь 

<рф) - Ф(- оо). (13) 

— 00 
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Наконец, имеем 


і /(х)ах = ^ /мах-?-\ /(х)Ах = 

—*оо — оо V 

= [ф(+ оо) - Ф(с)] + [Ф(с) - Ф(- оо)] 


и окончательно 


' ^ /(*)4л; = ф(-|-оо) — Ф(— оо). 

— 00 

Теорема окончательно доказана. Согласно ей, например, имеем 

\тгЬ < = І * ГСЙ,Д; ”Т" (■ т)-'’ 

-I ІХ=-\ 

4-оо I х = +оо 

Г <іх I тг / тт \ 

' 3 г+7*^/ 


§ 117* Теоремы об обобщенных интегралах. 

Все теоремы об интегралах между конечными пределами от непре¬ 
рывных функций мы доказали, опираясь на теорему, что если 

\ /О) йх— Ф(х) 4- С, 
то 

ь 

(/(•*) <&гз= Ф(Ь) — Ф(л), (1) 

о 

а 

Но эта теорема имеет место и для обобщенных интегралов, если они 
существуют, а потому 

почти все теоремы (за исключением некоторых)» доказанные для 
интегралов от непрерывных функций между конечными пределами, 
имеют место и для обобщенных интегралов, если они существуют, 

В этом нетрудно убедиться, если пересмотреть все доказательства 
предыдущей главы, считая, что пределы а и Ь могут быть и бесконечны, 
а подъинтегральная функция прерывна. Окажется, что все доказательства 
опираются только на равенство (1) при предположении непрерывности 
Ф(х). При этом немедленно же заметим, что имеют место следующие 
исключения. 

Теорема о среднем значении интеграла: 

ь 

\№Л*=№{Ь-а), (2) 

а 

а в связи с ней и теорема о среднем значении, функции для обоб¬ 
щенного интеграла вообще яе имеет места, 
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потому что при ее доказательстве мы пользовались теоремой Лагранжа: 

Ф(Ь) - Ф{а) = ф'(5) {Ь - а) --=/(5) (Ь - а), 

которая требует, чтобы Ф\х), т. е. подьинтегральная функция, внутри 
интервала была конечна, а также чтобы а и Ь тоже были конечны. 

Теорема об интеграле от диференциала функции 
ь 

^аФ(х)=гФ(Ь) — Ф(а) 

а 

требует, чтобы функция Ф(х) была непрерывна» 

потому что она доказывается, опираясь на то, что 

\Ф\х)4х^Ф(х)-\-С, 

а равенство (1) имеет место только при непрерывности функциональной 
части. 

В связи с этим заметим, что 

теорема об интегрировании по частям: 

• ь ь 

5 <р(*) Щх) =Ой*) ФС*)] I — 5 ф(*) 

а а 

требует непрерывности функций <р(х) и котя их производные 
могут быть прерывны, 

потому что при доказательстве мы опирались на то, что 
ь ь ь 

1 ^ ф(лг) </<!>(*)=5 йу(х) ф(д?) - [ Ф(х) іу(х) 

а а а 


и на равенство 


ь 

$ Щх) <К*) = [?(■*) ф(*)] = ч(Ь) Ф(6) -ф(в) ф(а), 


которое, как мы только что видели, верно только при условии непре¬ 
рывности произведения <рО)ф(*). 


§ 118. Заключение. 

1. Определения. Если /( х ) прерывна только в точке Ь, то 


о о— В 

{/(х)йх=\т Г /(х)Ах. 

Іш ' г о 


Если функция /( х ) прерывна только в точке а, то 



/(х) дх. 
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Если функция /( х ) прерывна как в точке а, так и в точке Ь, но 
внутри интервала непрерывна, то 


5 /(*> ах =\/оо іх +$/(■*) іх - 


Если функция прерывна внутри интервала (а, Ь) в точках е ѵ 

Сф • • •» ТО 


$ /( х ) іх= \ + і + • • • 4* ^ • 


2. В случае бесконечных пределов интегралов по определению 
+ 00 ь 

\ /(х) іх = 11т ( /(х) іх, 

•' 4 -. + 00 " 


а а 

? /(х)іх = Нт \/(х)іх, 

л 00 “ 


^ /(х)іх= \ /[х)іх+ \ /(х) іх. 


Все определения имеют место при условии, что выражения, стоя¬ 
щие в правых частях, конечны. 

3. Теорема . Если 

$/(* )<** = Ф(*) + С 

и Ф(х) непрерывна на интервале (а, Ь), то 
ь 

[/(х)іх=Ф{Ь)-Ф(а) 

а 

как для конечных, так и для бесконечных а и й, как для непре¬ 
рывной, так и прерывной функции /(*). 

4. Теоремы об обыкновенных интегралах имеют место и для обоб¬ 
щенных, за исключением теоремы о среднем значении интеграла и 
функции. Но при этом теорема об интеграле от диференциала функ¬ 
ции и теорема об интегрировании по частям требуют непрерывности 
входящих в них функций, но не их производных. 


глава СЕМНАДЦАТАЯ 


ИНТЕГРАЛ КАК ФУНКЦИЯ ПАРАМЕТРОВ. ВЫЧИСЛЕНИЕ 

ИНТЕГРАЛОВ. 

Мы до сих пор рассматривали понятие интеграла только от функций 
одного переменного, но его можно приложить и к функциям многих пе¬ 
ременных. Для них, подобно понятию о частных производных, можно 
ввести понятие о частных интегралах, но только эти интегралы обыкно¬ 
венно называют не частными интегралами, ^интегралами как функции 
параметров. 


§ 119. Интегралы как функции параметров. 

Пусть /{х } у г ..., я) — функция нескольких аргументов, непрерывная 
при изменении каждого аргумента в некотором соответствующем ему 
интервале. Если все ее аргументы, кроме х } мы будем рассматривать как 
произвольные постоянные, то она обратится в функцию одного перемен¬ 
ного, от которой, как от всякой функции одного переменного, можно 
взять определенный интеграл между соответствующими пределами. Пусть 

ь 

0=\/(х,у,...,г)0х. (1) 

а 

Когда от функции нескольких аргументов берется определенный инте¬ 
грал по какому-нибудь аргументу, то те аргументы, которые при этом 
рассматриваются как постоянные, получают название параметров; тот же 
аргумент, который рассматривается как переменное, называется перемен¬ 
ным интеграции. 

Следовательно, интеграл (1) взят пб х; аргументы у,..г — его па¬ 
раметры. 

Очевидно, что от функций нескольких аргументов мы можем взять 
'интеграл по каждому аргументу. Поэтому рядом с интегралом (1) мы 
имеем и такие интегралы: 

{/(*. У. -, г) й у, г) йг 

« т 

И т. д. 

Обратим внимание на то, что если 

» 

0 = ^/(х,у, .. .,г)сІх, (1) 

а 

то на параметры у ,.... г мы должны смотреть как на постоянные только 
до тех пор, пока мы вычисляем интеграл. Но в самом выражении 
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интеграла О на эти параметры мы можем смотреть как на переменные, к 
очевидно, что значение интеграла О вполне зависит от того, какие зна¬ 
чения мы выберем для а и Ь } а также для параметров у, . . 

Определенный интеграл есть функция как своих пределов, так 
и параметров. 

Заметим, что в интеграле (1) его пределы а и Ь могут быть в свою 
очередь функциями параметров. Так, например, интеграл 

ь 

\ Ь +У\ - 1п І а +^І 


есть функция своих пределов а, Ь и параметра у. Но в нем пределы а 
и Ь мы можем принять равными некоторым функциям, например а=у 2 , 
Ь = \ -)-у-}-у 2 , и тогда получим 




1 


йу 


дг+у 


: 1п 11 -)- ѵ| 2 1п | у 2 -\-у\ — 1п 


1+у 


§ 120. Диференцирование интеграла по параметру. 

Пусть /(х, у) —- функция двух переменных, непрерывная относительно 
каждого аргумента при изменении его в некотором интервале. 

Возьмем от нее, рассматривая у как параметр, интеграл по х между 
постоянными пределами ап Ь. Этот интеграл будет функцией параметра у. 
Обозначая ее через фОО, имеем: 

ь 

ФОО=$/(*..у)<**- О) 

а 

Вычислим производную от ф(у). Так как 

» 

ф(У + А)= \ /(*. У + А) йх. 


Ф(У + А) -фО) _ \ /(х,у-\-к)-/(х,у) 

' А .) А 

а 

Предполагая, что /^(х, у) гоже непрерывна, по теореме Лагранжа 
получаем 

/С*. У+ А) — /(*, У) = А/^ (х, У + ОА), 

а потому 

а 


ПЬЯ 



Пусть А бесконечно умаляется. Переходя к пределу, имеем: 

Ф'О >)=\?у{х,у)<іх. 
а 

Принимая во внимание (1), получаем теорему: 

Чтобы получать производную по параметру от определенного 
интеграла с постоянными пределами, достаточно продиференциро- 
вать по параметру подъинтегральную функцию. Следовательно, 

« 2 , 

а а » 

при условии, что подъинтегральная функция и ее производная по 
параметру непрерывны. 

Но эта теорема доказана только в предположении, что пределы ин¬ 
теграла а и Ь постоянны, т. е. не меняются с изменением параметра у . 
Посмотрим, как выразится производная от интеграла в том случае,, когда 
а и Ь в свою очередь функции у. Пусть вообще 

ь 

и=^(х,у)іх. 


Рассматривая а, Ь в у как независимые переменные, мы будем иметь и 
как функцию этих трех переменных а, Ь,у. По только что доказанному 



д/(х,у) 

ду 


йх % 


потому что, когда вычисляется от и, производная по у , то остальные 
ее аргументы а и Ь должны рассматриваться как постоянные. 

Чтобы найти частные производные от и по а и Ь, пользуемся тео¬ 
ремой о производной интеграла по пределам. Имеем: 




Если же мы предположим, что а п Ь в свою очередь функции у , то 
тогда по теореме о производной функции от функций имеем: 

іи _ др іа .ди ІЬ . ди 

іу да іу ' дЬ іу' ду ’ 

а потому заключаем, что 

если а я 6 — функции у, то 

ф(х,у)Лх 13 ) 

а а 
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При применении этой теоремы на практике, если пределы интеграла — 
функции параметра, всегда надо сначала обозначить пределы интеграла 
особыми буквами. 


Пусть, например, требуется найти производную по і от следующего инте¬ 


грала: 


Мы сначала пишем: 


а== Г е***йх. 

8 ІП/ 

ь 

и = ^е** % йх. 


где а и Ь рассматриваем как функции і: 

а = 5іп/, Ь =е*. 

Имеем: 

4и да сіа х ди йЬ . да . . фіЛ , , ? * ф • , 

а 

и окончательно 

^ = — соз іе* 8Іа * 1 Ч + еІІ * + ^ х 

■іо і 

Рассмотрим еще пример. Пусть 

0 — ^{х-г)п/{г) йг. 

В 


Параметром служит х. Пишем: 


а 

-Ф- 


*)*/(*) 4* 


Рассматривая О как функцию а и х, имеем: 

й=7! (х -‘Ч“Л»). 


0 


Принимая теперь а = х 9 находим: 


йО _ дО (Іа • дО _ дО 

сйс ~~ ба йх^ дх ~~дх ' 


потому что ^ = 0 П Р И в = х. Следовательно, 

X X 

гЛ\ <*—>■ /<«> Л =(Ит),1 

о О 
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§ 121. Интегрирование по параметру. 


Если, имея непрерывную функцию /(х,у), мы возьмем от нее инте¬ 
грал по х между пределами а и Ь л то этот интеграл 


ь 

\ /(х,у)іІх 

а 


есть функция у, которую мы можем проинтегрировать по у между 
некоторыми пределами аир. Получим выражение: 



Здесь мы сначала интегрируем по х , потом по у. Спрашивается: что 
мы получим, если ту же функ^щю /(х,у) между теми же пределами 
проинтегрируем сначала по у потом по дг? Ответ на это дает так назы¬ 
ваемая 

Теорема об интегрировании по параметру . Чтобы проинте¬ 
грировать по параметру интеграл от непрерывной функции между 
пределами, не зависящими от параметра, достаточно проинтегриро¬ 
вать по параметру подъинтегральную функцию. Следовательно, 
результат двукратного интегрирования функции двух переменных 
между постоянными пределами ие зависит от порядка интегри¬ 
рования. 

Требуется доказать, что если а, Ь , а, р не зависят от л: и у, то 


Пусть 


р Ь Ь ( 

$ {$/<*. У)Лх} 4ѵ=\ {\/(*> у) *у] **• 


? * 

в = Щ/(х-У)4х\ 4У> 

і а 



а а 


Будем считать, что а, р и а имеют какие-нибудь постоянные значе¬ 
ния,* что же касается Ь , то его будем рассматривать как переменное. 
Тогда и н ѵ станут функциями Ь . Вычйслйм их производные по Ь . 

Начнем с и. Эта величина представляется в виде определенного инте¬ 
грала по у от следующего выражения: 


а 

которое является функцией от Ь и у\ обозначая его на время через 
ф(Ь,у)у мы имеем: 


к = Л я(Ь, у) йу. 

'ОС 

Теперь мы ясно видим, чтр, чтобы найти производную от и по Ь, 
надо продиференоировать определенный интеграл по параметру, роль 
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которого играет Ь. Имеем 
с іи 

аь 


Ф Ь 
=] 


и, применял к интегралу 
пределу» заключаем, что 


\ 


в скобках теорему о производной по верхнему 


Найдем теперь производную от ѵ. Для этого достаточно применить 
теорему о производной интеграла по верхнему пределу. Имеем: 


Лѵ 

Ть 




^}(Ь,’У)сІу. 


Мы видим, что производные от и и ѵ равны. Поэтому 

и-=ѵ-\-с. 


т. е. 


({5 л*, у) у)й А 


йх С, 


где С — постоянная величина, не меняющаяся с изменением Ь. Но 
полагая Ь равным а, мы находим, что С=0. Теорема доказана. 


$ 122. Обобщенные интегралы как функции параметров* 

Мы доказали теоремы о диферениировании и интегрировании по пара¬ 
метру, предполагая пределы интегралов конечными, а подъинтегральную 
функцию непрерывной. Спрашивается: остаются ли эти теоремы в силе 
и для обобщенных интегралов? 

Рассмотрим такой интеграл: 

о о 

Если от декартовых координат перейдем к полярным: 

дс = гсоз «, у~ г віп 

то легко найдем, что 

Д? — у* _С03 2(і> 

+ а * 

Если х —► () ну —► 0, то г—► (), а потому правая часть* вообще стремится 
к бесконечности. Следовательно, в точке (0, 0) подъинтеградьная функция теряет 
непрерывность, а потому интеграл (1) есть обобщенный интеграл. 

Его подъинтегральауто функцию можно получить так: возьмем функцию 

х 

и = агс — • 

• и 
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н вычислим ее частные производные. Найдем 


да у ди х д*и _ л* — у- 

дх .** + >>* ду •**+>*' дхду (**+У 8 )* 


Следовательно, 

■* а — У 3 = д ( ~ х \= д ( у 

(х 2 +^*)» дх Ѵл* +У 3 ) ду \л* +У/ 


Интегрируем левую часть по х в пределах от 0 до 1. Имеем: 

- ^-)ах= / ХЖІ - 

.)(**+У 3 )* .1 Лг\ *®+УѴ / 

О О I л=О 


**+>• 


а потому 


Г _ 1 

3 (^У*) 8 1+*’ 

0 / 
Интегрируя это равенство по .у тоже в пределах от 0 до 1, найдем 

1 1 


.1 И ах ] «у = I - агс Ъу& = ~ т • 


о о 


( 2 ) 


( 3 ) 


(4) 


Но если мы левую часть (3) проинтегрируем по у между теми же преде¬ 
лами 0 и 1, то найдем, что 


}(1*+уф )ді>\хі + У<) 

О о 




1 

\ + х*' 


а потому, интегрируя теперь по х , имеем: 

.[ {1 с?тЙ* ау ) ах * 8 і = т • < 5 > 

О о 

Сравнивая (4) и (5), мы видим, что, интегрируя два раза одну и ту же 
функцию сначала по одному переменному, а потом по другому, мы будем 
долучать различные значения в зависимости от порядка интегрирования. 

Мы видим, что теорема об интегрировании по параметру не всегда 
бывает справедлива для обобщенных интегралов. Поэтому когда прихо¬ 
дится диференцировать или интегрировать по параметру обобщенный 
интеграл, то в каждом случае необходимо доказывать, что как раз в этом 
случае возможно произвести эти операции. Но оказывается, что в боль¬ 
шинстве случаев такое доказательство требует достаточно тонких исследо¬ 
ваний. В то же время обобщенные интегралы постоянно встречаются 

в механике, так и в физике. Поэтому представители этих дисциплин 
обходят указанные затруднения очень просто, руководствуясь следующим 
принципом: если конкретно поставленная задача приводит к диференциро- 
ванию или интегрированию по параметру обобщенного интеграла, то, 
следовательно, это возможно. 

В большинстве случаев этот- принцип на практике оправдывается 
результатами, согласными с опытом. Но иногда он приводит и к ошибоч¬ 
ным выводам. 

Ниже мы будем допускать, что дкференцирование и интегрирование 
по параметру возможно для всех рассматриваемых обобщенных интегралов. 



§ 123. Вычисление определенных интегралов. 

Какими методами мы обладаем для вычисления определенных интегра¬ 
лов? Мы знаем, что если Г 

$/(*)Лс = Ф(*) + С, 

ТО 

ь 

[/(х)сІх^Ф(Ь)-Ф(а). 

а 

Благодаря этому соотношению мы можем считать задачу о вычислении 
данного определенного интеграла решенной всякий раз, когда мы умеем 
вычислить соответствующий неопределенный интеграл. Но так как неопре¬ 
деленный интеграл мы в состоянии вычислить только в редких случаях, то 
установленная связь между определенным интегралом и неопределенным не 
решает вполне вопроса о вычислении определенных интегралов. Невоз¬ 
можность вычислить дДя всякой функции неопределенный интеграл за¬ 
ставляет искать другие методы для вычисления определенных интегралов. 
Надо заметить, что из того факта, что раз мы знаем неопределенный 
интеграл, то тем самым мы имеем возможность вычислить определенный, 
было бы ошибочно заключить, что если мы не можем вычислить неопре¬ 
деленного интеграла, то в таком случае мы не в состоянии найти и 
значение определенного интеграла, — это было бы ошибочным потому, 
что, как увидим, нередко можно найти значение определенного интеграла 
и в тех случаях, когда мы не знаем соответствующего неопределенного 
интеграла. Вообще при вопросе о вычислении определенного интеграла 
надо резко различать два случая: один случай мы имеем тогда, когда 
пределы интеграла рассматриваются как переменные величины, т. е. когда 
в выражении 

ь 

5/с*)** 

а 

й и Ь не имеют некоторых вполне определенных числовых значений, 
но могут принимать различные значения. Совершенно другой случай мы 
имеем, когда оба предела имеют вполне определенные числовые значения, 
т. е. когда мы имеем выражения типа: 

2 7 1 

\/(х)ах, \/(х)сіх, [ /(х) йх 

15 О 

и т. д. Рассмотрим отдельно оба эти случая. 

Пусть нижний предел а имеет определенное числовое значение, напри¬ 
мер, а = 2; верхний же предел будем рассматривать как переменную 
величину и обозначим его через к . Если 

X 

Ф(д9=5/(*)Лг. 

а 

то 
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ІФ(Х)=}(Х)<ІХ 



и, следовательно; 


\ }{х) йх = Ф(х) С. 

Теперь ясно, что если верхний предел определенного интеграла — 
переменная величина, то вычислить определенный интеграл — это то же, 
что вычислить неопределенный интеграл. Иными словами это значит, что 
если в данном случае мы не можем вычислить неопределенный интеграл, 
то тем самым мы лишены возможности вычислить и определенный инте¬ 
грал. Но в совершенно ином положении находимся мы, когда требуется 
вычислить определенный интеграл, пределами которого служат 
некоторые вполне определенные числа. 

В самом деле, пусть 

ь 

С= $/(*)<**, „ (1) 

а 

где а и Ь имеют данные вполне определенные числовые значения. Если 
мы предположим, что 

[/{х)йх=Ф{х) + С, (2) 

то тогда 

0 = Ф(6)-Ф(а). (3) 

Но раз а и Ь — некоторые числа, то Ф(а) и Ф{Ь) — определенные 
значения функции Ф(х)> т. е. тоже числа, и равенство (3) ясно показы¬ 
вает следующее: чтобы знать значение 
интеграла О, и а а(і не надо знать 
самой функции Ф(х), но достаточно 
знать только два ее значения в 
точках х — а и х — Ь. 

Очевидно, возможно ожидать, что в не¬ 
которых случаях мы, не зная самой функ¬ 
ции, будем в то же время в состоянии вы¬ 
числить два ее значения. Тогда не зная не¬ 
определенного интеграла, мы будем знать 
определенный. 

Насколько одно дело знать функцию и совсем другое дело знать два 
ее значения, видно особенно ясно геометрически. Построим кривую 

у = Ф(х) 

для интервала (а, &). Значения ее Ф(а) и Ф(Ь) изобразятся ординатами 
точек А и В. 

Чтобы знать эти значения: мы должны знать только положение двух 
точек А и В. Для этого нам совершенно не надо знать, как течет между 
ними кривая. Но чтобы знать функцию Ф(л:), нам надо, знать течение 
всей кривой. 

Очевидно, одно дело знать форму всей кривой и совершенно другое 
знать положение только двух точек на ней. Можно, не имея ни малей¬ 
шего представления о форме кривой, в то же время хорошо знать две 
точки, через которые она проходит. Поэтому-то, не зная неопределенного 
интеграла, иногда возможно вычислить определенный, если пределами 
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его служат не переменные величины, а числа. Очень часто удается этого 
достигнуть, применяя теоремы о диференцировании и интегрировании 
по параметру, как то показывают следующие ниже примеры. 


к 


§ 124. Интеграл типа 


2 



Неопределенный интеграл от подъинтегральной функции мы не можем 
вычислить, но определенный можем. 

Для этого прежде всего заметим, что так как в подъннтегральном вы раже* 

к 

нни х изменяется только от нуля до то мы можем написать, что 




потому что агс*я(4> *) = ■*» если х лежит в первой четверти. 

И вот оказывается, что в то время как затруднительно вычислить прямо 
интеграл (1), напротив легко вычисляется интеграл более общего типа: 


* 


С атсіе(аівл) . 

} ' 


( 2 ) 


где а — произвольное постоянное. 

Рассматривая и как функцию а и применяя теорему о диференцировании 
определенного интеграла по параметру, вычислим из (2) производную от и по 
а. Диференцируя подъннтегральное выражение по в, имеем: 


тс 

1 


йи_С йх 
йа 3 1 + Ф Ід** ’ 


( 3 ) 


Оказывается, что мы можем вычислить определенный интеграл правой 
части. Делаем подстановку 

= Уь * = агс 


Когда х меняется от нуля до —, то у меняется от 0 до оо, а потому 


+00 


йи_ Г 
йа ~\) 


йу 


+ 00 


_ 1 Г (1+д»Я-аЧ1 + Я ^_ 

I_) м _і_ .л\/і _і_ ут*,л\ и У 


О+>■) (! + «*>■) 1-а».) (1 + ^»)(1+вУ) 

о о 

+ ОО + 00 

_ 1 С йу д* Г йу 

1 — аз»0 .1 1 + а*у* * 


(4) 


Будем считать а положительным, и во втором интеграле правой 
части положим у=аг. Очевидно, что пределы для г будут тоже 0 и -+оо, 
л потому 

+ 00 +00 


Г йу 1 Г йг 

3 1 + а 3 1 +- г* 


2 ^ 



Если же в подъинтегралыюй функции вместо г опять напишем у % то (4) 
даст нам 

+ 00 

йи __ 1 — а Г йу _ я 1 
) ! + >•"" 2*1 +а 


Мы вычислили производную от и по а, не зная пока выражения для и как 
функции я. Но из (5) следует, что 


“=тітті = 1 1п ' ,+аН - с ' 


и мы вычислили и. Остается найти только значение постоянного С, которое не 
меняется с изменением а. Для этого, принимая во внимание значение и, пишем 
равенство: 


«і+с. 


Это равенство справедливо при всяком положительном а . Полагая, что а 
бесконечно умаляется, в пределе при а = 0 получаем: 


л 

^ о-ах=~ іп і 


т. е, С = 0, а потому окончательно 


| Н с^ і ,^ = ^ 1п|1+а| „ >0 


Полагая же здесь в=1, находим искомый интеграл: 


Перепишем его так: 


|^ л =т , * г 

о 

Л 

*2 

^ * <Ип зід х= у Іп 2 . 


Интегрирование по частям дает 


* 

=-і' 


х (і Хи, зіп х * — 1 Іп зін х йх % 


так как, применяя правило Лопиталя, найдем, что 

г 1 . 1 |. ІП8ІПДГ л 

[ДГІП5ІП х] хт0 =я Цш -:-= 0, 

г—ьП I 
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а потому 


I 


Іи *іп х Ах ~ — 1п 2 


( 8 ) 


Полагаем здесь х — ^—у. Пределы для у будут | и 0, а потому: 


и 

I 


1п соз.у йГу = —у1п2. 


Пишем здесь вместо у опять х. Получаем: 

тг 

У 


ь 


сов х йх = — 1п 2. , (9) 


Вычитая (9) из (8) найдем, что 


■^1п ій* <*•*=()• (10) 

О 

Так, вычислив один интеграл, мы из него получили ряд других. 


§ 125. Интеграл Пуассона. 

Интегралом Пуассона называется интеграл: 

-ь°° 

А~\е *(1х* 


О) 


Нетрудно убедиться, что этот интеграл существует. Сначала рассмотрим 
интеграл 


)*•'■** 


Если л > 1, то х* > -V, а потому 
в при всяком Ь > 1 


е **<е х 


\ е х ' Лх < ( е~ х Ах. 


Так как 


то при всяком &> 1 


І 


х (1х = е 1 - е *< 1 . 

«д 

I 

Ь 

**<&:< 1. 


(*) 
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Если Ь бесконечно возрастает» то интеграл в левой части тоже возрастает; 
но так как он при этом остается меньше единицы, то он не бесконечно возра¬ 
стает, а имеет конечный предел. Следовательно, интеграл (2) существует. Заме¬ 
чая же, что 

ь 1 ь 


\ 



е 



л -& 


йх, 


заключаем, что 


ь 1 

Ііт ^ е~ х% дх = С 

8 


4 «э 




йх 






йх 


и, следовательно, интеграл 


А 


4-00 


= ^е-*'ах 


( 3 ) 


существует. Он был вычислен Пуассоном так. 

Вместо того чтобы для обозначения аргумента функции пользоваться сим¬ 
волом х % мы вправе воспользоваться для его обозначения и каким-нибудь иным * 
символом, так что рядом с равенством (3) мы вправе написать также, например, 
такое равенство: 

А — 

о 


+*> 

\ е ** 


(4) 


Крайнее остроумие метода Пуассона заключается в том, что он, считая х 
и у двумя различными переменными величинами, одновременно рассматривает 
оба равенства (3) и (4), и вместо того, чтобы вычислять А % вычисляет А*. Мы 
имеем: 

-і 00 4 00 

^ \е~У* сіу ) • ^е“ х 'йх. (5) 


Но первый интеграл в правой части мы можем рассматривать как постоян¬ 
ный множитель, стоящий перед знаком второго интеграла, а потому мы его 
можем подвести под знак второго интеграла. Делая это, получаем: 

4®© 4®© 

А*=[ ^ Ле. (6) 

6 о 

Интеграл, стоящий в скобках, множится на Но х относительно у есть 

постоянная величина, а потому, подводя е~* как постоянный множитель под 
знак интеграла, равенство (6) преобразуем в равенство: 

4 оо 4 сю 

аі-= у | ах. (7) 

о 1 О 

В результате оказывается, что величина А может быть получена с по¬ 
мощью двукратного интегрирования, а именно: функцию двух переменных 


надо проинтегрировать сначала по у , потом по х. 

Повидимому, излишнее осложнение — вот все, чего мы достигли. 

Но сделаем в первом интеграле, который приходится вычислять, і. е. 
в интеграле 

л- 00 


е-х*-у*ау. 


(«) 


240 



подстановку. Замечая, что при вычислении этого интеграла мы должны рас¬ 
сматривать у как переменное, а х как постоянную положительную 
величину, мы полагаем: 

у = хі. 


до 

же 


Ясно, так как х положительно, что в то время как у возрастает от нѵлі 
4- оо, і тоже возрастает от нуля до + оо. Следовательно, пределы для і к 
!, что и для у л а потому 

-Ьоо -Ьоо 

^ е~* г ~ у *4у — ^ л*"**^ 1+ *^ 4і ь 


ля 

тс 


и равенство (7) перепишется в такой форме: 

^ | ^ дг ЛІ^йх. 

Переменим теперь порядок интегрирования. Имеем: 

л»= ^ | ^ хе~* 1иА ах\м. 

О О 

И вот оказывается, что теперь мы можем произвести первое интегрирование, 
потому что мы можем вычислить соответствующий неопределенный интеграл. 
В самом деле, 

л. 1/. Лк 


(9) 


( 10 ) 


а потому 


С Яі Лу +* 2 ) 

і # _4- Г 

у X ах— 2(1 + 0) + 

4-оо 

Г -**и + ЛлГ^_ 1 

) е * 2(1 +<») ’ 


н равенство (10) принимает следующий вид: 

Н - оо 


И- оо /4-с® 

л '=!)щтт=7 "*•«*—т 

п 10 


л У* 

и, следовательно, Л = —^- 


2 

Интеграл Пуассона вычислен. Чтобы отчетливее отметить все важнейшие 
моменты примененного метода, мы можем изобразить весь путь вычисления 
в следующей схеме: 


а потому 


л*= 


Т оо “Г 00 

- ^ е~ х *йх % Л= ^ е-У*4у , 
-роо -4-оо 4 -оо 4~э® 


4- оо 4" оо оо 

|* | | е~ х * {і +* 2) хЫх^ 41 ■= ^ ^ 


41 


о п 


2(1 +0)~~ 4 
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и, следовательно. 


+ 00 

‘ 


■-*ах=%±. 


(И) 


Этот интеграл Пуассона часто представляют в несколько иной форме. 
Делаем подстановку: 

х— — г. 

Когда х возрастает от нуля до + оо, то г меняется от нуля до — оо, 
а потому после подстановки из (11) получаем: 


— а 

I 




Переставляя же пределы интеграла и снова написав х вместо найдем, что 

’ = (1!) 
— 00 


I 


Складывая (11) и (12), имеем: 

+*> 


(13) 


Это и есть другая форма интеграла Пуассона, о которой мы говорили. 
Сделаем в (И) подстановку: 

х—Ѵу, Лх — ^=. 

' 2 Уу 


Пределы для у , очевидно, будут тоже нуль и оо, а потому: 

+ 00 

е~?сІу _ 

гГу~~ Г ' 


I 


I Заменяя же здесь символ у снова символом х, получим; 


+ 00 

№* шГТ - 


(14) 


* $ 126. Приближенное вычисление интегралов. 

Когда никаким путем не удается вычислить определенный интеграл, 
тогда вычисляют его приближенно. 

‘I Существует много методов приближенного вычисления определенных 
интегралов. Самая трудная сторона —это оценка приближения. Мы 
рассмотрим несколько таких методов, ограничиваясь только указанием 
ях идеи, и оставляя в стороне вопрос о точности вычисления. 

; Мы всегда можем предположить, что в интеграле, который требуется 
вычислить, подъ интегральная функция положительна, потому что если 
Еры это условие не соблюдалось, то мы могли бы предварительно разбить 



интервал интеграции на подынтервалы, в каждом из которых функция 
сохраняет свой знак. После этого мы вычисляли бы интеграл по каждому 
подынтервалу отдельно, причем если бы в каком-нибудь подынтервале 

подъинтегральная функция оказалась 
Ф бы отрицательной, то мы изменили 
бы ее знак на обратный. 

_ Итак, будем предполагать, что 

_ данная функция /( X ) положительна^ 

Л —■— в интервале (а, Ь). Если мы изобра-'' 

зим эту функцию кривой, то величина 
интеграла ь 

0 = ^{х)(1х 


Черт. 98. 


равна площади соответствующей кри¬ 
вой трапеции. Поэтому задача о при- 



С х ? кЬ X 

Черт. 99. 


ближенном вычислении интеграла рав¬ 
носильна задаче о приближенной 
квадратуре кривой трапеции. 

Самый грубый способ приближен¬ 
ного вычисления заключается в том, 
что, разделив основание трапеции на 
достаточно большое число полъин- 
тервалов точками х 1? х 2 
мы строим элементарные прямоуголь¬ 
ники и принимаем сумму площадей 
их за величину искомого интеграла. 

Более же точное значение; как то 


геометрически очевидно, мы полу¬ 
чим так: восставив ординаты в точках х к > мы соединяем хордами концы 
всяких двух смежных ординат. Тогда мы получим ряд обыкновенных 
трапеций. Вычислив значения функции в каждой точке х к , мы получим 
возможность вычислить площадь каждой трапеции. Сумму их мы примем 
за величину интеграла. Этот способ приближенного вычисления называется 
способом трапеции. Сущность его заключается в том, что всякую часть 
дуги данной кривой мы заменяем ее хордой. Очевидно, что мы получим 
более точное приближение, если дугу кривой 
заменим кривой же, но более простого типа. 

Решим предварительно следующую задачу: 
пусть требуется приближенно вычислить пло¬ 
щадь и трапеции рАВСд> ограниченной сверху 
кривой, относительно которой мы знаем только 
то, что она проходит через три точки Л, В 
и С. Мы предположим, что проекция точки 
В делит основание трапеции рц пополам. 

Точку О примем за начало координат. Пусть Р О Ц х 

А и — к будут абсциссы точек Си А; через Чер Т> юо. 

/ ѵ обозначим ординаты точек Л, В , С. 

Раз кривая неизвестна, то за нее естественно принять такую кривую, 
которая проходила бы через точки Л, 4 В, Си для которой зависимость 
ординаты от абсциссы выражалась бы по возможности просто. После 
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прямой такой кривой будет кривая, уравнение которой 

у — а-\-Ьх-\-сх 2 , / (1) 

т. е. парабола, ось іфторой параллельна оси У. 

Посмотрим, цожно ли коэфициенты а , Ь> с подобрать так, чтобы 
кривая (1) проходила через точки А, В, С. Для этого координаты этих 
точек должны удовлетворять уравнению (1), что дает равенства,: 

І л —а — дк-{-ск* } 1 2 ~а, 1 2 — а-\-Ьк-\-ск % , 


из которых нетрудно найти: 


я = / 2 , Ь 


4 ~Ь 

2А ’ 


_ /, + /,-2/, 

2А* 


Следовательно, кривая 


у = 1 2 


4 4 х і 4 4 2/, „ 

2А * + № 


( 2 ) 


проходит через точки Л, В, С. Она и изображена на чертеже. Прини 
мая ее вместо неизвестной кривой, мы приближенно имеем: 


и = 



4-4 

2 А 


х-\- 


4+Ап Ъ,* 

2А 2 


Лаг. 


—А 


Вычислив интеграл, найдем 

и= НІ, + ', + *!,) (3) 

. з 

Это выражение мы примем за 
приближенное значение площади, 
ограниченной сверху неизвестной 
кривой. 

Пусть теперь требуется вычи¬ 
слить площадь аАВЬ , ограничен¬ 
ную кривой =/(*). Делим ос- 
-нование аЬ на четное число 
2 п равных частей; пусть к —длина каждой из них. В точках де¬ 
ления восставляем ординаты у 0 , .у,,..., у 2п • Предполагаем, что длины 
их вычислены. Обозначим через и ѵ и ѵ и 3 ,..., и п площади, ограни¬ 
ченные с двух сторон четными (на чертеже жирными)-ординатами. По 
формуле (3) имеем: 

“і = у СУо+Л + 4Ѵі}» 

«2 = -§* ^ +Л+ 4 Л>* 



к я-і д СУая -4 “I - .Уая-з “Ь ^ія-з)* 
«я=|-0'зя-»+Д'2я+ 4 Ля-1>- 
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Складывая все эти равенства, получаем следующую формулу для 
приближенного вычисления интеграла: 

ь 

$Л*)<**“ 

а 

== '3'{(Уо+^2я+ 2 0'2+Л+ • ■ • +^2/і-а) + 4 0'і+Д'а+ • • • +-У*л-і)У • 
Эта формула называется формулой Симпсона. 


§ 127. Заключение. 

Теорема о д и фер ен ц иро в а н и и по параметру. 
Если а и Ь — постоянные, то 

^ а 




а а 

Если а и Ь — функции параметра у , то 

в в 

Теорема об интегрировании по параметру. 
Если пределы интегралов постоянны, то 


Р а ар 

1 {1 ^ іх } іу = {]* к*' у) йу 


Лх. 


« а 

Интеграл Пуассона 

4-оо 4-оо 


О —00 


/ 



ГЛАВА ВОСЕМНАДЦАТАЯ 


ПОРЯДКИ БЕСКОНЕЧНО-МАЛЫХ. 

Бесконечно-малой величиной мы условились называть всякую вспомо¬ 
гательную переменную величину, которая в течение рассуждения мы¬ 
слится как имеющая одно из возможных для нее значений и только 
в окончательной формуле предполагается бесконечно умаляющейся. По¬ 
этому можно также сказать, что бесконечно-малое есть произвольно взя¬ 
тое значение бесконечно умаляющегося. 

Как мы видели, существуют две основные задачи о бесконечно-малых: 
задача о вычислении предела отношения бесконечно-малых и задача 
о вычислении предела суммы бесконечно-малых в бесконечно большом 
числе. Первая задача повела к возникновению диференциального исчи¬ 
сления, вторая — интегрального. Но, несмотря на существование этих 
двух дисциплин, все-таки задачи о бесконечно-малых продолжают су¬ 
ществовать как самостоятельные, потому что методы диференциального 
и интегрального исчислений не могут их решить во всех случаях. 

Ниже мы рассмотрим те методы, применение которых дает возмож¬ 
ность во многих случаях решить две основные задачи о бесконечно¬ 
малых. Эти методы опираются на понятие о порядках бесконечно-малых 
и на понятие об эквивалентных величинах*). 


§ 128* Порядки бесконечно-малых. 

3 

Определение . Если предел отношения двух бесконечно-ма¬ 
лых а и р конечен и не равен нулю, то говорят, что они одного 
и того же порядка малости. Если же этот предел равен нулю, то 
говорят, что порядок величины ^ выше, или больше, порядка величины 
а. Напротив, говорят, что порядок величины 3 меньше, или ниже, 

порядка величины а, если предел отношения бесконечен. 

а 

Следовательно, если 

. 

Нт— = к у где 0 и =*=оо, 


го Р и й одного порядка; если 



О, 


*) Прежде, чем приступить к изучению этой и следующих глав, необходимо 
перечесть из введения в анализ гл. ХѴПІ и XIX. 
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то порядок [I больше порядка й; если 

Пт — = оо , 

а 

то порядок р ниже порядка а . 

Говоря образно, порядок той величины больше, которая быстрей 
умаляется; порядки равны, если быстрота умаления одна и та же*). 


Например, если х — бесконечно-малое, то 


Ііш 


<1п 7х 

X 


я потому х и ііпіх одного порядка. Но, если 

у»=3л^ + х*, 

г = 5лт+х*, 
то 

у Зх + х* 
г ^ 5 + ^ ' 

Іігп — = О, 

2 


а потому порядок у выше порядка г. В то же время 

Іігп— = оо, 
х-АУ 

а потому порядок г ниже порядка у . Не мешает вообще заметить, что если и 
н ѵ —две такие бесконечно малые величины, что 

Ііщ^=0, О) 

то в таком случае необходимо 

Іігп — = оо . (-) 

и 

Согласно определению из (1) следует, , г что порядок величины и выше 
порядка величины ѵ % а из (2) — что порядок величины ѵ ниже порядка вели¬ 
чины и. Следовательно, 

если из двух бесконечно-малых порядок одного выше порядка другого, 
то всегда порядок второго ниже порядка первого. 

Мы видим, что данное нами определение высшего и низшего тюрядка не 
противоречит обычному значению слов *высший" и „низший". 

Понятие порядка может быть уточнено. Пусть х бесконечно-малое. 
Рассмотрим различные положительные степени его: 

2 

х , Ѵ'х* л: 3 , л: 4 , лг®, ... , х п . 

Если х бесконечно умаляется, то и всякая положительная степень 
его тоже бесконечно умаляется, причем тем быстрей, чем больше ее по¬ 
казатель. Так, например, когда х уменьшится в десять раз, то а 3 
уменьшится в 1000 раз, а .я 5 —в 100 000 раз. 


*) Строго говоря, чтобы ссылаться на быстроту умаления, надо сначала 
определить, что мы разумеем под этим понятием. В действительности не по¬ 
рядок определяется быстротой умаления, а наоборот. Сказать, что р быстрее 

умаляется, чем а, это просто значит утверждать, что 11т-^- = 0. 
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Определение . Бесконечно-малое [і называется величиной по¬ 
рядка п относительно бесконечно-малого а, если оно и а п одного 

порядка» т. е. если предел отношения^- конечен и не равен нулю. 

В этом определении показатель п должен быть положительным, по¬ 
тому что а п бесконечно умаляется только при положительном п. При 
отрицательном же показателе а п стремится к оо . Но будучи положи¬ 
тельным, п может быть не только дробным, но и несоизмеримым. 
Следовательно, 

порядок бесконечно-малого может быть любым положительным 
'числом. 

Но при этом надо твердо помнить , что 

бесконечно-малое имеет тот или иной порядок не само по себе* 
а только относительно другого бесконечно-малого* 

Одно и то же бесконечно-малое может иметь различные порядки 
относительно различных бесконечно-малых. 

То бесконечно-малое, относительно которого вычисляются порядки 
других бесконечно-малых, называется основным, или главным. 

Чтобы найти порядок $ относительно а, надо найти такое л, чтобы 
предел отношения 


был конечен и не равен нулю. Возникает вопрос: всегда ли существует 
такое л? 

В дальнейшем будем предполагать, что каждое из 
рассматриваемых бесконечн о-м алых имеет относи¬ 
тельно любого из них некоторый вполне определен¬ 
ный порядок. 

Увидим, однако, что существуют и такие бесконечно-малые, порядки 
которых относительно друг друга не могут быть выражены никаким ко¬ 
нечным положительным числом. 

§ 129. Бесконечно-малые элементарного типа. 

Если а — основное бесконечно-малое и к — постоянное, не равное 
нулю, то величина 

Ь — кг а , 

очевидно, порядка п, потому что 

а 

Ііт — =к. 
а" 

Величину ка п мы назовем бесконечно-малой элементарного типа. Сле¬ 
довательно, 

бесконечно-малая величина я-го порядка называется величиной 
элементарного типа, если она равна произведению степени основ¬ 
ного бесконечно-малого на конечное постоянное, не равное нулю. 

Таким образом, все величины 

5а 8 , 4^ а, 7а 10 , 9а \Пі. 

Курс математического анализа, ч. III, 


17 
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будут бесконечно-малые элементарного типа соответственно порядков 

1 3 

3, — , 10, —. В связи с этим заметим, что 

если порядок величины [5 относительно а больше п % то 0 мо¬ 
жет быть представлена в форме: 

р»еа Л , (1) 

где г бесконечно мало. Обратно» если 

р=зеа я 


и е бесконечно мало, то порядок р относительно а больше п. 

Действительно, пусть 

1 =,. 

а" 

Если порядок ^ больше я, то по определению порядка 

В 

Ііт — = 0, 
а п 


( 2 ) 


[( 3 ) 


т. е. 1іше = 0, а потому 8 бесконечно мало. 

Обратно, если е — бесконечно-малое, то из (2) следует (3), а потому 
-порядок В выше л. 


§ 130. Разложение бесконечно-малого. 

Пусть $ — порядка я относительно а. Следовательно, 

1іт-^-=й, ^0 и ^оо, 

а л < 

Пусть до перехода к пределу 

4 -=*+*. 

а п 


( 1 ) 


( 2 ) 


Ясно, что Пте = 0, а потому в есть бесконечно-малое. Из (2) следует 

Р = йа*-|-ва я І (3) 

р = Аа я -|-?1’ ( 4 ) 

Р 1 = 8а /І . (5) 


или 

где 


Так как е бесконечно-малое, то порядок величины {Ц выше п. 

Первое слагаемое в (4) есть бесконечно-малое элементарного типа. 
Получается 

Теорема . Всякое бесконечно-малое [і порядка п относительно 
бесконечно-малого а может быть разложено на сумму двух сла¬ 
гаемых: 

$шшкап + $ ѵ (4) 
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иа которых первое элементарного типа н того же порядка как 
и данная величина р, второе же слагаемое {$, более высокого по* 
рядка. Оно может быть представлено в форме 

Р : —еа п . (5') 

где 6 бесконечно мало. 

В разложении 

р вйа^ + р^ 

элементарное слагаемое, т. е. слагаемое ка п , называется главной 
частью величины р. 

Увидим, что понятие о главной части играет большую роль благо¬ 
даря тому, что оно всегда очень простого типа и в то же время отли¬ 
чается от Р только на величину более высокого порядка. 

Разложение 

?=***+?* (6) 

вами получено для любого бесконечно-малого. Поэтому мы можем применить 
его и к величине р 4 . Применяя его и обозначая через п { порядок величины 
причем Л| > л, имеем 

?і = Ѵ Яі + ?2. (7) 

где А 4 конечно и не нуль и (^ — некоторое бесконечно-малое, порядок которого 
выше порядка п { . Пусть он равен ,п%. 

Применяя разложение (4) к имеем: 

Ь = + (8) 


Где конечно и не нуль и (І а порядка большего, чем порядок р е . 

К этой величине р а мы можем тоже применить разложение (4). Поступая 
таким образом несколько раз, мы получим равенства: 

Рі = Лі** 4 + ?2» 


Ра — ^а®"* + Ра+4- 


Складывая их, получаем теорему: 

Всякое бесконечно-малое р может быть представлено в следующей 
форме: 

» Р = *® я + к^ + кр* + ... + к н Л + ? А+ і. (9) 

где йа" — главное бесконечно-малое н где показатели положительны, при¬ 
чем каждый больше своего предыдущего: 


Л < П{ < /іа < ^ л а . 


Что касается коэфнциентов 

і/ 

Л, к^ • ., к н < 

То каждый из них конечен и не равен нулю. 

Последнее слагаемое есть бесконечно-малое, порядок которого 
больше порядка предпоследнего слагаемого. 
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В равенстве (9) последнее слагаемое мы можем представить в свою 
очередь в форме: 

? А+ і=* А+ .«" Л+ Ч-Р* + ». 

Если пожелаем, то с р Л + 2 мы можем поступить точно так же. Вообще мы 
можем вычислить в (9) столько членов, сколько пожелаем. 

Когда Р представлено в форме (9), то говорят, что р разложено с точностью 
до бесконечно-малых порядка высшего, чем л А , 

Разложение (9) весьма замечательно. Зависимость величины р от а может 
быть сложного характера. Но как бы она ни была сложна, всегда величина р 
может быть представлена в виде суммы, все слагаемые которой, за исключе¬ 
нием последнего,—элементарного типа. Что касается последнего, то разложение 
всегда может быть проведено так далеко, чтобы порядок этого последнего был 
как угодно велик. 


§ 131.' Порядок приращения функции. 

Пусть у = /( х ) — непрерывная функция. Если к = Длг, то 

4ѵ=Л*+А) —/(*)• (О 

Приращение функции есть функция двух переменных: самого 
независимого переменного х и его приращения Ддг. 

Но если переменному х мы дадим какое-нибудь значение с, то по¬ 
лучим: 

(ЛУ),=/(С + А)-/(С) (2) 


и (Ду) е будет уже функцией только одного Л. 

Приращение функции при х = с называется приращением функ¬ 
ции в точке с. 

Приращение функции в точке есть уже функция только одного 
переменного, а именно приращения независимого переменного. 

Из (2) ясно, что если А—>0, то и Лу —»0, а потому 
если приращение Ьх независимого перемени го бесконечно мало, 
то и приращение непрерывной функции тоже бесконечно мало. 

Рассмотрим порядок приращения Ду относительно приращения Ддг. 
По строке Тейлора*) 


йя-іЛя- 1 ) ( с \ 

/(с + А) =/(с) -{- А /'(с) + ... Н - !){ ’ 


АуИ(с + Щ 
п\ 


Удерживая только два члена, имеем: 

(Ду) е =/'( С )А + ^Г(С + 6А). 


Второе слагаемое порядка выше первого, первое же слагаемое — пер¬ 
вого порядка, если только случайно точка с не такова, что /\с) = 0. 
Но если /\с) Ф 0, то / ! (с)Н есть главная часть. Но 

<У =/'(*) А 


*) Лица, еще не знакомые со строкой Тейлора, могут этот и следующий 
параграф пропустить. 
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и /\с)Н есть значение диференциала функции в точке с; обозначая это 
назчение на время через й с у, имеем 

Ш е — <іУс 4- у /*(с 4- ѲА >- 

Теорема . Приращение функции в любой точке относительно 
приращения независимого переменного — вообще первого порядка. 
Дифергнцнаі функции вообще есть главная часть функции. 

Таким образом, какое бы значение х ни имело, вообще 

А Дж) = /'(л:) Ах -|- еДл; = <і/(х) + еДлг, (3) 

где б —- бесконечно-малое. Мы говорим „вообще" потому, что теорема не 
верна для тех исключительных точек, в которых /(х) = 0. Но пусть 
с — такая точка, что 

Л«)=*Г(0= . • • =/“-‘■>(<0=0, 

но /'*■ (с) т= 0. Тогда для этой точки 

/4 ч _ к к р к \с) , А* +, /<* + ’>(с + 0А) 

^ )в “ А! + (А 4-1)! 

и (Ду) с уже порядка А. Следовательно, 

только в виде исключения порядок приращения функции может 
не быть первого порядка. 

Если мы находим возможным пренебрегать бесконечно-малыми вто¬ 
рого порядка, то из (3) следует: 

С точностью до бесконзчно-малых порядка выше первого при¬ 
ращение функции равно диференцналу функция: 

№) = <*/(*) 4 “ • • • 

Как раз в этом свойстве диференциала и заключается ценность его. 

§ 132 . О вычислении порядков. 

Как можно вычислить порядок бесконечно-малого р относительно основного 
бесконечно-малого а, а также как можно найти разложение (1 на сумму беско¬ 
нечно-малых элементарного типа? 

Мы все время предполагали, что рассматриваемые бесконечно-малые явля¬ 
ются функциями одного переменного. Но если Р и а —функции одного пере¬ 
менного, то р можно выразить как функцию от а. Пусть 

Р = *(«)• 

Так как р —*0, если а—«-О, то необходимо ?(а) —>0. 

Если теперь окажется, что функцию ^р(і) можно разложить в строку 
Маклорена, для чего необходимо, чтобы все ее. соответствующие производные 
при а = 0 были конечны, то 

* = ?'(0)«+ ф *+...+'^ ? (Л) (•«)• 

Пусть из значений производных в точке нуль, т. е. из значений 

?'(0), т ?"'(0). (о 
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первое, не равнее нулю, будет ?*(0). Тогда 

? = + /Ч®* +1 + ••• Н- Р н _ { * Н ~ к + е Л аЛ * 

и р разложена по степеням в, где первое слагаемое есть главная часть. 

Но если разложение по строке Маклорена невозможно, то тогда часто 
удается р представить в форме 

? = «"*(«) 

гак, что ф(а) уже разлагается в ряд. Пусть, например, 

Р = 1 — соз а. 

Так как 

а лі а® 

со-=1-2! + Т.-6!+-' 

ТО 

а* 

и ясно, что^главиая часть равна , 

Пусть _ _ 

= У<х — 5Іп а. 

Так как 

а* 

зіп а — а — — + аВ^, 
о! 


где относительно я нам достаточно знать, что это — конечная величина, то 
\ - 3 




Когда а —►О, то предел второго множителя равен —Поэтому 

У6’ 






где е бесконечно умаляется, когда *—►О. Теперь имеем 


1 = 


1 О 


/6 


-И<* • 


3 1 Т 

Ясне, чтв } порядка -рг и что-главная часть. 

<*■ Г О 

Подобными приемами часто удается найти порядок бесконечно-малого и 
ею главную часть. 


§ 133. Порядки бесконечно-больших. 

Понятие о порядке бесконечно-больших вводится аналогично понятию 
о порядках бесконечно-малых. 

Бесконечно-большой величиной мы называли произвольное значение 
переменной величины, модуль которой бесконечно возрастает. 

Говорят, что две бесконечно-большие величины и и ѵ одного 
порядка, если 

Нт — »*, 

ѵ 
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где к конечно и не нуль. Если же 

Нт — = 0, 

V 

то говорят, что порядок величины и нише порядка величины ѵ. 
Бели же 

Нт — = ос, 
ѵ 

то говорят, что порядок величины и выше порядка величины ѵ. 
Бели 



где к конечно и не нуль, то говорят, что и порядка п относи¬ 
тельно ѵ . 

Из этого определения, как и для бесконечно-малых, можно вывести 
возможность разложения бесконечно-большой величины на сумму сла¬ 
гаемых различных порядков, но мы на этом не будем останавливаться. 


§ 134. О величинах, не имеющих порядка. 

Всякая ли величина имеет относительно другой порядок? • 

Пусть х бесконечно возрастает и пусть 

у — е*. 

В таком случае у тоже бесконечно возрастает. Следовательно, мы имеем 
две бесконечно возрастающие величины. Спрашивается: какой порядок имеет у 
относительно хі Легко доказать, что какое бы положительное число т мы ни 
взяли, отношение 

х т 


всегда стремится к бесконечности, т. е., иными словами, у возрастает быстрей, 
чем любая положительная степень X. Действительно, какое бы ни было поло¬ 
жительное число /я, всегда можно найти целое число, большее, чем оно. 
Пусть л—-такое целое число. 

- - Будем рассматривать процесс бесконечного возрастания л* с того момента, 
начиная с которого х > 1. С этого момента, если п > т, то 


а потому 

Но по строке Тейлора 


X Я > X™, 

е*_ е* 
х'*'* х*' 


о) 


гЗ гЗ 
**=1+*+ Т! + Т!+ ... 


»+4 


Отбросим в правой части все члены, кроме одного: ^ . Так как вес 

члены положительны, то 

-Я+і 

л потому 

5 > огня- 

ч 
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Из (1) следует, что 


и теперь ясно, что если х 



л 

(п + \)Г 


ос, то 
ІІШ 

X 00 



( 2 ) 


( 3 ) 


Следовательно, е х возрастает быстрее, чем х**, а потому порядок возрастания 
величины е* больше т. по лі — произвольно взятое положительное число. За¬ 


ключаем: 

Порядок возрастания показательной функции е х относительно беско¬ 
нечно возрастающего показателя больше всякого конечного числа, по¬ 
тому что 


Пт -- = ос 

х-юо хт 


(4) 


при всяком ш* Поэтому говорят, что ее порядок бесконечен. 

Рассмотрим теперь, какого порядка 1п л, когда х —► 4” 
Возьмем отношение 


Применяя правило Лопиталя, найдем: 

Ііт 


ІП X .. 1 

... — == ІІШ —-- = 0. 

4* оо х -і- оо М* т 


Мы имеем результат, обратный предыдущему: 

Порядок возрастания функции Іпх относительно 
меньше всякого конечного числа, потому что 


Ііт 

х -► Ц- оо 


ІП X 
х т 


О 


своего 


аргумента 


(3) 


при всяком положительном т, как бы мало оно ни было. 

Равенства (4) и (5) необходимо заметить. Пользуясь ими, часто очень легко 
разобраться в порядках и в истинных значениях неопределенных выражений. 
Так,например, пусть х—ѵО; тогда Іах— ► — оо. Спрашивается: чему равен пре¬ 
дел произведения 

х« 1п х? (6) 

Здесь х необходимо положителен, потому что логарифм может быть взят 
только от положительного числа. Полагая 


имеем: 

хп1пх =~1^- (7) 

Когда х—* 0. то г—►4-00, а потому правая часть, согласно (5), имеет пре¬ 
делом нуль. Заключаем: 

Какое бы ни было положительное число т, всегда 

Ит (х^1пх)=0, (8) 

х^О 

Из изложенного ясно, что бесконечно возрастающие величины могут не 
иметь конечных порядков. Легко видеть, что то же самое справедливо и для 
бесконечно умаляющихся. 

Возможны бесконечно умаляющиеся 9 не имеющие конечного порядка. 

Примеры их нам дадут величины, обратные бесконечно возрастающим 
величинам е* и 1п х. 
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( 9 ) 


Пусть « — положительное бесконечно-малое и пусть 

1 



Когда а стремится к нулю, то (I и у бесконечно умаляются, 
Пусть 


Когда а—► (), принимая по условию только положительные значения, то 
х —► + с». Имеем, какое бы ни было положительное л, всегда 



г а 

ІІш — = 0, 
х -|- оо ех 


Иш Шп - 
і -> о а а х-*оо 


-л а 
І ах 


оо, 


Видим, что порядок величины $ больше всякого произвольно взятого п, 
а порядок у меньше его. 

Величины р и у не имеют порядка относительно *. Но заметим, что вели¬ 
чинами типа (9) и составленными из них исчерпываются те величины, не имею¬ 
щие порядка, с которыми" приходится встречаться в приложениях. 


§ 135. Понятие „конечной величины", 

В связи с понятием бесконечно-малого остановимся на понятии ко¬ 
нечного. 

Математические книги и разговорный язык пестрят словами, имеющими 
тот же общий корень, что и слова .конечный" и .бесконечный". Эти слова 
употребляются в самых разнообразных смыслах н, к сожалению, благодаря 
укоренившимся традициям, нет никакой возможности избежать при употре¬ 
блении этой многозначности их. 

В математике тоже постоянно говорят о конечных и бесконечных числах и 
величинах, притом как постоянных, так и переменных. Необходимо твердо 
помнить, что в приложениях к постоянным величинам термин .конечный" зна¬ 
чит не то же, что в приложении его к переменным. Рассмотрим эти его различ¬ 
ные значения. 

Хотя Анализ постоянно говорит о величинах, но с самими величинами мы 
имеем дело только в приложениях Анализа; в самом же Анализе мы имеем дело 
не с величинами, а с их числовыми выражениями, т. е. с числами. 

В приложении к числам в Анализе прилагательное .конечный* имеет вполне 
определенный, точный смысл. 

Так как символ со, называемый символом бесконечности, иногда также 
Называют бесконечным числом, то остальные числа в отличие от него называют 
конечными. 

Таким образом, в Анализе понятие .конечный", когда оно прилагается к 
чщслам, имеет вполне определенный смысл. Всякое число конечно, за исклю¬ 
чением одного числа. Что же касается этого исключения, то оно имеет место 
Іолысо в том случае, если символ бесконечности называть тоже числом, чего, 
Выть может, лучше избегать. 

Но заметим, что называть ли символ бесконечности числом или не называть 
Іго так, во всяком случае его нельзя называть бесконечно большим числом, 
Потому что бесконечно-большое по нашей терминологии прежде всего пере¬ 
менное, отнюдь не постоянное. Число же по своей сущности есть нечто постоян¬ 
ное. Итак, 

конечным называется всякое число, кроме числа, 
обозначаемого символом бесконечности. 
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В приложениях к постоянным величинам понятие „ конечный “ тоже 
имеет вполне определенный смысл. Постоянная величина конечна, если 
конечно ее числовое выражение. Поэтому, например, все отрезки при¬ 
надлежат к классу конечных величин. 

Но в приложениях к переменным величинам понятие „конечное'’ 
теряет свою определенность, потому что в этом случае оно употребляется 
в двух смыслах: в широком и узком. От смешения их могут проис¬ 
ходить и постоянно происходят самые тяжелые недоразумения. 

Переменное называется конечным в широком смысле слова, если 
оно может принимать только конечные числовые значения* 

В этом смысле слова бесконечно возрастающая величина, например 
абсцисса точки, уходящей по оси X вправо в бесконечность, есть ко¬ 
нечная величина, потому что, бесконечно возрастая, она в процессе 
своего изменения принимает только конечные числовые значения. 

. Точно так же и бесконечно умаляющаяся величина есть всегда конеч¬ 
ная в широком смысле слова, потому что различные числовые значения, 
принимаемые ею, конечны. 

Таким образом, оказывается, что переменные величины вообще 
всегда конечны в широком смысле слова, а потому в этом смысле слова 
применять прилагательное „конечная** к переменным величинам в значи¬ 
тельной степени бесцельно. 

Понятие „конечная" в приложении к переменным величинам мы 
в дальнейшем будем употреблять только в узком смысле слова. 

В Анализе конечной переменной величиной в узком смысле слова 
называют всякую переменную величину, модуль которой заключен 
между двумя положительными числами. 

Следовательно, сказать, что переменная величина х конечна, это зна¬ 
чит утверждать, что существуют два таких положительных числа т и 
М, что всегда. 

т^\х\%М. 

Поэтому можно также сказать, что 

переменная величина называется конечной в узком смысле слова, 
если она не может принимать ни как угодно малых значений, ни 
как угодно больших. 

Согласно с этим пониманием конечной величины бесконечно большую 
величину уже нельзя называть конечной, потому что она может прини¬ 
мать значения, большие всякой наперед заданной величины. Точно так 
же и бесконечно малая величина не есть конечная величина, потому что 
она может принимать значения, модуль которых меньше всякой наперед 
заданной величины. 

В свою очередь конечная переменная величина, не имея права при¬ 
нимать сколь угодно больших и сколь угодно малых значений, не может 
быть ни бесконечно малой, ни бесконечно большой. 

Только в узком смысле и будет в дальнейшем употребляться поня¬ 
тие я конечный “. 

§ 136* Заключение* 

1. Бесконечно малой величиной называется всякая вспомогательная 
переменная величина, которая в течение доказательства мыслится как 
имеющая одно из возможных для нее значений и которая в оконча¬ 
тельных формулах предполагается бесконечно умаляющейся. 
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Прилагательное „бесконечно малая" не указывает на какое-нибудь 
особое свойство величины, тем более на ее чрезвычайную малость, а 
только на роль величины в доказательстве. 

Определение. Бесконечно-малые $ и а одного порядка, если 




и 


^=оо. 



Бесконечно-малое (1—порядка п относительно а, если оно одного по¬ 
рядка с а", т. е. если 

о 

1іт-^- = А, кфО и фос. 


Всякое бесконечно-малое может быть относи¬ 
тельно основного бесконечно-малого а представлено 
в форме 

где к конечно и не нуль и где ^ порядка выше п. 


ГЛАВА ДЕВЯТНАДЦАТАЯ 


ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ. 

Для решения двух основных задач о бесконечно-малых еще большее 
значение, чем понятие порядка, имеет понятие эквивалентности. Это по¬ 
нятие при вычислениях с бесконечно-малыми заменяет в известной сте¬ 
пени понятие равенства. 

§ 137. Эквивалентные величины. 

Определение. Переменная величина я называется равносильной, 
или эквивалентной, величине ѵ, если предел 'отношения первой 
ко второй равен единице. 

Чтобы записать, что и эквивалентно ѵ, будем пользоваться знаком 


состоящим из двух изогнутых горизонтальных черточек. Его назовем 
знаком эквивалентности. Запись 

и^=ѵ 

должна читаться так: „и эквивалентно ѵ“. Пользуясь ею, приведенное 
определение можно формулировать так: 

По определению 

«лг'О (1) 

тогда и только тогда, когда 

1іт-^-=1. (2) 

По существу записи (1) и (2) выражают в различных формах одну 
и ту же идею. 

Согласно определению запись 


значит не то же, что запись 

и ѵ 

(3) 

потому что (3) значит, что 

ѵ ^ и. 

(4) 

а (4) — что 

Ііга — = 1, 

V 

(5) 


V 

Нт— =1. 

и 

(6) 


Но если имеем (5), то имеем и (6), а потому 

Теорема. Если и *= ѵ, то ѵ % 
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Относительно знака „ 25 =* заметим, что значение его не является 
общепринятым. Им пользуются для разнообразных целей всякий раз, 
как недостает общепринятых знаков, и различные авторы приписывают 
ему различные значения. Мы всегда-будем употреблять его только как 
знак эквивалентности. 

Понятие эквивалентности применимо к самым разнообразным величи¬ 
нам, и не только к величинам, имеющим пределы, но и к величинам, 
не имеющим их. Это видно из следующих примеров. 


Примеры. 1. Если а* бесконечно умаляется, то 


а потому 


і, 8ІП Г . 

Ііш -= 1, 

X 


аш х> 


Следовательно, эквивалентные величины могут быть бесконечно умаляю¬ 
щимися. I 

2. Пусть х бесконечно возрастает и пусть 

, а 4- — 

1 сх* +1 ^ X* 

и==а + 7 • - 


где аф 0. Имеем 
а потому 


і+і’ 

х 


І1ши=а, Итѵ=в, 


Ііш — = 1, 

V 


т. е. и^ѵ. Следовательно, эквивалентные величины могут иметь конечные 
пределы. 

3. Пусть х —►оо и пусть 


Ясно, что 
и что 


Пт — = Нт 


« = ^+1, ѵ = х* -)- 5УТ+ 7. 

1Іга«=Нтѵ = оо 
А* + 1 


= ІІШ - 




х» + 5/х+7 1 + 


-5-+І 

х*/х X* 


= 1 , 


а потому и ^ ѵ. Следовательно, эквивалентные величины могут иметь беско¬ 
нечные пределы. 

4. Пусть х —► оо и 

а = *іп;г, ѵ= г-^— зіп дг, 

1 X 

Тогда а и ѵ не имеют пределов, но 

и „ 1+А 

Іші — = Ііш ■ = 1, 
ѵ х 


к потому и^ѵ. Следовательно, эквивалентные величины могут не иметь пре¬ 
делов. % 


Понятие эквивалентности наиболее ценно в приложении к беско- 
Нечно-малым. 

Две бесконечно малые величины называются эквивалентными, 
если, когда они станут в окончательной формуле бесконечно ума¬ 
ляющимися, то предел отношения их равен единице. 


ода 



Отметим, что 

величин, эквивалентных нулю, нет. 

Действительно, если 

и =5: О, 

то это должно значить, что 

О О 

Нт — = 1, но пт — = 0. 
а и 


Теорема. Если аргумент функций синуса, тангенса, арксинуса* 
и арктангенса бесконечно мал, то функции эквивалентны ему. 
Следовательно, если х бесконечно мал, то 

зіп л = л, і%х = х, агс ЗІП х = х, ягсіцх^х. 


Действительно, имеем 


.. зшл г 

1ші -— Г, 

х 


а потому зіпля=л\ Далее, имеем 

\гх ізіах 1 \ , 

Ііт — = Нш I-- 1 , 

X \ х созх/ 

а потому Полагая у=агс зіп л:, имеем 


.. агсзіпл; у 

Ііш -= 11 т —— = 1 , 

х-*0 X у_,о$іоу 


а потому агс зіп х = лг. Папа гая у=аісІ%х, имеем 

.. агсіе* у , 

Ііш - — Нт — — 1, 

х_>о х у-*оЩУ 


а потому агсі&л; я= х. 

Теорема доказана. Согласно ей, если х бесконечно мал, то 

зіп (|Лг) =е ^х, 

потому что х — аргумент синуса — бесконечно мал. Точно так же, если 
х бесконечно мал, то бесконечно малы и величины Тх, 5л: 3 , х\/1 х 2 , 

а потому 

зіп (7дг) гг 7х, агс зіп (5л: 8 ) = 5х 9 , агс ф (д: ]/1 **) х ]/ 1 4- х2 


§ 138. Основные теоремы об эквивалентных величинах. 

Этих теорем очень немного и все они легко доказываются, опираясь 
на определение’’, согласно которому в =« ѵ, если 

. Ига —=1. 

V 

Теорема. Если и то ѵ =*= и. 

Эту теорему мы уже доказали. Она вытекает ив того, что если 

и ѵ 

Ііш — =1, то Ііш -=1. 

ѵ и 
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Теорема. Всякая величина эквивалентна самой себе. Следова- 
гельно, и = а, 

и 

потому ЧТО 1ІП1 — — 1 . 

Теорема . Две равные величины эквивалентны, 


потому что, если и—ѵ, то Ііш — =1. 

ѵ 

Теорема. Две величины, эквивалентные третьей, эквивалентны 
между собой. 


Пусть 

Следовательно, 


откуда 


и =?= ѵ =5г 'Ш. 


и ѵ 

Ііш — =1, Ііш —=1. 

ли ли 


— ® \ 
V / \ V / 


ІІШ -= 1, 

V 


а потому и ^ ѵ, и теорема доказана. Она и предыдущие удивительно 
напоминают соответствующие теоремы о равных величинах, но две сле¬ 
дующие очень важные теоремы уже не имеют аналогичных теорем в тео¬ 
рии равных величин. 

Теорема. Величина, промежуточная между двумя эквивалент* 
ными величинами, эквивалентна им. 

Пусть лю — величина, промежуточная между и и ѵ, и пусть 


Требуется доказать, что 


Мы имеем *) 


т и ^ ѵ. 


откуда 


ли ?= и -[** — и), 0 < Ѳ < 1, 




и так как согласно (1) 


Ііш — = 1, 
и 


*) При выводе теоремы Лагранжа мы доказали, что всякое число 5, про¬ 
межуточное между а и Ь % может быть представлено в форме 

5 = а + — «)• 
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то 


и 


а потому V) = 5 г и, и теорема доказана. Опираясь на нее, можно так до 
казать известное равенство 

зіпл: 


1іт^- = 1. 
х 

Пусть х бесконечно умаляется. Имеем 

зіпл: 


Иго 


= Ііш соз х = 1, 


а потому 
и так как 

то 


аіё х х~+о 

зіп х ^ І 2 х, 

5ІП X < X < х > 
5ІП X X, 


г. е. (2). 

В дальнейшем, если г — разность между Р и р 1 : 

Г-н-*. 


( 2 ) 


то будем говорить, что р* отличается от {$ на е. 

Теорема об эквивалентности. Если в произведении ра конеч¬ 
ного *) фактора р на бесконечно малый множитель а заменим фак¬ 
тор р бесконечно мало от него отличающимся фактором Р', а бес¬ 
конечно малый множитель а — эквивалентным множителем а\ то 
получим произведение р'а', эквивалентное данному произведению 
Ра. Следовательно, если 

а=ха', р = р'-{-е. (3) 


где фактор р конечен и где е бесконечнр мало, то 

Ра р'а'. 

Имеем 

ра _(р' + е)а 
р'а' — Р'а' 


Следовательно, 


Так как Ііш 6 = 0 



(*) 


ра , 

" т рГ = 1 ' 


а потому (4). 

Теорема. Две бесконечно-малые р и а эквивалентны, если раз¬ 
ность между ними порядка выше каждого из них. 


*) Следовательно, фактор р не может принимать сколь угодно малых зна¬ 
чений. 
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Ь-г Пусть р = а4-$ и порядок $ выше порядка а. Следовательно, 


Ііш — = 0. 
а 

-4 —№) —(н-т)- 1 - 

потому р =52 а. 

Теорема , Бесконечно-малое эквивалентно своей главной части. 

Действительно, если 

порядок выше, чем л, а потому по предыдущей теореме $ ^ ка п . 
Эта ‘теорема ясно показывает, какое значение для понятия эквивалент- 
ги имеет понятие порядка. Если р — бесконечно-малое, зависящее 
а, то эта зависимость может быть сложного характера, но главная 
всегда имеет очень простое выражение. Пусть, например, 

? = , °* , . . (5) 


Имеем 


Потому 


ІІШ —= 1і 


а 8 


Ііш 


/і+а 8 -И ' 
1 1 


1 + /1 + а* 2 


Р = т а '+ еа3 * 


« — бесконечно мало. Главной частью величина Р имеет — а*. Сле- 


рйательно, 




|>мы нашли дл? {I очень простую эквивалентную ей величину. 

§ 139. Первый принцип. 

Для решения первой основной задачи, т. е. для вычисления предела 
Ніюшения бесконечно-малых, имеет большое значение теорема, которая 
Рдаестна как 

Первый принцип исчисления бесконечно-малых. При вычисле- 
і предела отношения, членами которого служат произведения бес* 
Реечно-малых, можно каждый бесконечно малый множитель заменять 

«валентной ему величиной. Следовательно, если я, } .у, а, ѵ . 

-данные бесконечно-малые и если а', у', в', — 

■^ответственно эквивалентные нм величины, а именно, если 

я гйг а\ § «Г |і\ ... , У «г у', В гаг в', « % т\ (!) 


Нт 


а»Р ... У 


и-ѵ ... ю 
Но ето почти очевидно. Имеем 


з 11т 


*'-У 

и'-ч?... й> г 


( 2 ) 


Д‘Р ...тг 


«•» ...» 

■Кеос шішйпімого пша. ч. Ш. 
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В праной части нее множители н Скобках, благодари (1), и пределе 
равны единице, а потому имеем (2), п принцип доказан. 

Пусть, например, требуется вычислить предел выражения 

т _ зіп(7 ]/х)-агс1е (* 3 )_ (3) 

агс 5Іп (2х 2 ) • (Зх |/х) 

при х —>0. 

Применяя доказанный принцип, мы вычислим искомый предел очень 
быстро. Мы знаем, что если ѵ бесконечно умаляется, то 

5Іп ѵ ^ ѵ ^ агс 5іп ѵ ^ агс ѵ ^ ѵ. 

Поэтому в нашем примере заменяем каждую тригонометрическую 
функцию эквивалентным ей аргументом. Получаем 

Ііш 8>д (7 К*) *«%(•*») __ |{ш 7 /хх 3 7 
агс8іп(2л 2 )і§(3лг>/л) 2х 2 -3ху л х 6* 

и задача решена. 

В начале развития Анализа первый принцип имел очень большое 
применение. В настоящее время им тоже приходится пользоваться, но 
значительно реже. 

Чтобы вычислить предел выражения (3), мы, рассуждая теоретически, 
могли бы применить правило Лопиталя. Но ясно, что это повело бы 
к очень длинным вычислениям. 


§ 140, Диференциал функции. 


Если / 1 (х) — производная функции у—/(х), го по определению 




Д* 


( 1 ) 


Предполагаем, что х имеет одно из таких значений, при которых про¬ 
изводная конечна и не равна нулю. Тогда, до перехода к пределу, если 
Дх имеет какое-нибудь значение, то 


Ьу 

Дх 


И /'(X) 


вообще не равны между собой. Пусть е — разность между ними: 

%=М + *. ( 2 ) 

Согласно (1), если Дл; бесконечно умаляется, то е тоже бесконечно 
умаляется. Говоря иначе, если Дл: бесконечно мало, то и е бесконечно 
мало. Деля (2) на /'(*), имеем 
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Пусть &х —►О, тогда 


4І V 

,ІГГ1 /\х)Ьх ~~ * 


Следовательно, до перехода к пределу 

Ьу ^ /\х) Да, 

т. е. 

Ьу^сіу. (3) 

Теорема . Бесконечно малое приращение функции вообще экви¬ 
валентно ее диференциалу. 

Мы говорим „вообще 44 , потому что соотношение (3) перестает быть 
верным в тех исключительных случаях, когда /\х) — 0 или оо. 

Большое значение диференциала проистекает из 
того, что если приращение Да независимого перемен¬ 
ного бесконечно мало, то приращение функции и ее 
диференциал эквивалентны. 

Поэтому во всех тех случаях, когда величины можно заменить экви¬ 
валентными им, мы вместо приращения функции можем брать ее дифе¬ 
ренциал. 

§ 141. Заключение. 

1. Определение. Если и и ѵ — переменные, то и^ѵ, если 

Нт — =1. 
ѵ 


Если х бесконечно мало, то 

віпа^а, і^а^тА, агсзіплг^А-, агсіЦА=^А 

2. Теоремы: 

1) если и ^ ѵ, то ѵ ^ и; 

2) и ^ и; 

3) если и = ѵ У то и^ѵ; 

4) если и ^ ѵѵ и ѵ то и ^ ѵ\ 

5) величина, промежуточная между эквивалентными величинами, 
эквивалентна им. 

3. Теорема эквивалентности. Если 

а а' и р = 

где в бесконечно мало' и Р конечно, то 

ра *= рѴ. 

,4. Всякое бесконечно-малое эквивалентно'своей главной части. 

5. Если два бесконечно-малых отличаются на величину, порядок 
которой выше одного из них, то они эквивалентны. 

6. Если приращение независимого переменного бесконечно мало, 
то приращение функции вообще эквивалентно диференциалу. 

7. Первый принцип. При вычислении предела отношения про¬ 
изведений бесконечно-малых каждое бесконечно-малое можно 
заменять ему эквивалентным. 
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ГЛАВА ДВАДЦАТАЯ 
— — ■■ ■■ - - » - -- 


ИНТЕГРАЛЬНАЯ СУММА И ВТОРОЙ ПРИНЦИП. 

Мы перейдем ко второй задаче о бесконечно-малых — к задаче о вы¬ 
числении предела сумм бесконечно умаляющихся слагаемых в бесконечно 
возрастающем числе. 

§ 142. Суммы бесконечно умаляющихся слагаемых в беско¬ 
нечно возрастающем числе. 

С этими суммами мы будем иметь дело в течение всего дальнейшего 
курса и с ними же мы постоянно встречаемся во всех приложениях 
математики к механике и физике. Поэтому необходимо отчетливо выяс¬ 
нить содержание этого понятия. 

На первый взгляд кажется, что предложение „пусть 5 есть сумма 
бесконечно умаляющихся слагаемых 11 имеет ясный смысл не 
только тогда, когда число слагаемых постоянно, но и тогда, когда оно 
переменно. В действительности это далеко не так, 

Если $ — сумма постоянного числа слагаемых, например четырех: 

8—Х-\-у + 2 + V, 

то вполне ясно, какой смысл имеет утверждение, что каждое слагаемое 
этой суммы умаляется. Но предположим, что от суммы трех слагаемых 

4 + 8 + 15 

мы переходим к сумме 

1 + 3 + 4 + 9 + 10 + 17 

шести слагаемых. Мы говорим, что при этом переходе все слагаемые 
изменились. 

Спрашивается: что же они увеличились или уменьшились? В частном 
случае этот вопрос можно поставить относительно второго слагаемого 
первой суммы, равного 8. Что оно при переходе ко второй сумме умень¬ 
шилось или увеличилось? 

Ясно, в чем затруднение. На поставленный вопрос мы не можем 
ответить, прежде чем не ответим на вопрос, каким слагаемым второй 
суммы заменилось слагаемое 8 первой суммы. Если мы считаем, что 
оно заменилось 3 или 4, то оно уменьшилось; если же будем считать, 
что оно заменилось 9 или 10, то оно увеличилось. Следовательно, 
чтобы иметь право говорить о том, как изменяются 
слагаемые суммы 5 при изменении числа их л, надо 
предварительно условиться, что мы будем называть 
одним и тем же слагаемым, меняющим свои значения 
при изменении л. 
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Это затруднение легко преодолевается. 

При изучении суммы 5 с переменным числом п слагаемых 
всегда предполагают, что предварительно при каждом знічении 
числа п все слагаемые перенумерованы. Тогда при каждом п каждое 
слагаемое занимает некоторое определенное место, и мы получаем 
возможность говорить об изменении слагаемого, занимающего 
одно и то же место при всяком п . 

При этом при чисто теоретических исследованиях совершенно без¬ 
различно, в каком порядке мы перенумеруем слагаемые. Фактически, 
когда мы рассматриваем действительно данные суммы, то слагаемые их 
обычно оказываются уже перенумерованными, благодаря тому закону, 
которым они даиы. 

Предположим же, что слагаемые суммы 5 перенумерованы. Пусть 

* = «!+««+ «3 + - ••+««• 

Теперь мы уже можем говорить об изменении первого, второго и 
вообще слагаемого а ь , стоящего на любом месте к . 

При этом, конечно, если п возрастает, то слагаемое а Л появляется 
только с того момента, когда п становится равным или большим А. 

Казалось бы, что теперь уже .вполне ясно, что значит утверждение, 
что все слагаемые суммы 

5 = а г 4“ а 2 ”Ь а в 4" • • • “Ъ а п 

бесконечно умаляются при бесконечном возрастании п. Это значит, что 
каждое из них умаляется, а потому 

Ііт а А = 0, 

если п —► оо, какое бы ни было к. И вот это оказывается неверно. 
Здесь мы подошли к самому трудному месту в теории сумм с перемен¬ 
ным числом слагаемых. Оказывается, что если число слагаемых беско¬ 
нечно возрастает, то тогда возможны такие суммы, что каждое слагае¬ 
мое их, взятое в отдельности, бесконечно умаляется, но в то же время 
нельзя утверждать, что все слагаемые бесконечно умаляются. Но чтобы 
смысл этого утверждения был вполне ясен, необходимо предварительно 
точно условиться, что мы должны понимать, когда говорим, что все 
слагаемые бесконечно умаляются. 

Говорят, что все слагаемые суммы 

ІЯІ1 1 + 3 ! + ІІ > + - + І « 

ори бесконечном возрастании числа их п бесконечно умаляются, 
если, начиная с некоторого момента, модули всех их одновременно 
становятся сколь угодно малыми, т. е; меньше одного и того же 
произвольно наперед заданного положительного числа. 

Между прочим, если все слагаемые бесконечно умаляются, то должно 
умаляться и наибольшее среди них по абсолютной величине. 

Заметив это, рассмотрим такую простую сумму: 

1,2,3, , 2« - 2 , 2я - 1 

+ + + 2л 
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Слагаемое, занимающее место к ъ обозначим через а*: 

к 

' Я * = 2л ’ 


Ясно, какое бы к ни было, если я—► оо, то 

Ііш а к — 0. 

Следовательно, всякое слагаемое, стоящее на одном и 
том же месте, при всяком к бесконечно умаляется. 

Но возьмем последнее слагаемое 

2п — I _ 1 1 

2п ~~ 1— 2п 

Ясно, что 

|іт ®а я -1 = 1 


Следовательно, это слагаемое не умаляется. 
Возьмем слагаемое 


а 


п 


П 

Тп 


стоящее на п-м месте. При всяком п 

1 

2 " ~ 2 ~' 

а потому и это слагаемое тоже, не умаляется. Мы видим, что нельзя 
утверждать, что все слагаемые нашей суммы бесконечно умаляются в 
своей совокупности. Легко в данном случае разобраться в кажущемся 
противоречии. Мы имеем 

к 


Ясно, что если п —оо и если при этом к сохраняет одно и 
то же. знамение, то 

Иш сг А = 0. 


Но если к меняется вместе с л, то является большим вопросом, 
как при этом будет меняться а к . 

Как раз последнее слагаемое не есть слагаемое, занимающее 

в сумме одно и то же место при всяком п . Чтобы в равенстве 

к 

~~~ 2п 

мы могли считать последним слагаемым, мы должны принять, что 

А = 2я - 1, 

г. е. мы должны считать, что индекс к меняется вместе с п. Но если 
к ~ 2п — 1, то 



Точно так же, когда мы рассматриваем слагаемое а я , стоящее на л-м 
месте, то индекс его меняется с изменением п. 

к 

Мы видим, что слагаемое а к — — бесконечно умаляется, если к не ме¬ 
няется вместе с л. Но если к меняется вместе с л, то а к может и не 
умаляться. 

Рассмотренный пример учит тому, что возможны такие суммы с бес¬ 
конечно возрастающим числом слагаемых, что их слагаемые а к беско¬ 
нечно умаляются только при постоянном к , но если к меняется вместе 
с л, то а к может и не умаляться. 

Определение. Говорят, что слагаемые суммы 

5 — а і “I" а 2 4“ а з “Ь • • • + а * 

умаляются равномерно, если при бесконечном возрастании числа 
их п слагаемое а* бесконечно умаляется, как бы при этом его 
индекс к ни менялся одновременно с изменением п. 

Если же а к бесконечно умаляется только при постоянном к , то 
говорят, что слагаемые умаляются неравномерно. 

Определение . Интегральной суммой называется всякая сумма 
равномерно умаляющихся слагаемых в бесконечно возрастающем 
числе. 

Пусть а п — то из слагаемых интегральной суммы, модуль которого 
наибольший. В общем случае й меняется вместе с п. По условию 

Нт 2 ^ = 0, 

как бы к ни менялось вместе с п. Полагая А = й, имеем 


Иш а,, = 0. 


Следовательно, 

в интегральной сумме бесконечно умаляется также и слагаемое, 
наибольшее по абсолютной величине. 


Поэтому ч интегральной 
сумме действительно умаляются 
все ее слагаемые, не только 
каждое отдельно, но и все в 
своей совокупности. 

Изложенное наглядно можно 
пояснить таким геометрическим 
примером. 

Из точки А прямой (черт. 102), 
проходящей через начало О, опу¬ 
стим на ось X перпендикуляр 
АВ—1 Разделим отрезок ОБ точка¬ 
ми Хі , ..., х н ^ { на п равных ча¬ 
стей и пусть у*, у 2 , Уз. у п -\ — 

ординаты прямой О А в этих точках. 

Ясно, что 

I 



и вообще 


кі 


1ІШ у„=о. 


Если к постоянно, то 



И действительно, ордината, занимающая одно и то же место к % при увели¬ 
чении п приближается к началу. Но если, меняя л, мы будем менять и Л, 

то мы можем менять к так, что у к 
не будет уменьшаться. Это вполне 
ясно, если мы дадим символу п два 
каких-нибудь определенных значения. 

На чертеже 103 толстыми чертами 
изображены ординаты при п = 8. По¬ 
том каждый подъннтервал разделен 
пополам и в точках деления вос¬ 
становлены тонкие ординаты. Таким 
образом, одни толстые ординаты изо¬ 
бражают числам* при п = 8. Толстые 
и тонкие вместе дают числа у к при 
п = 16. 

При п = 8 число у ъ изобразится 
ординатой Яф, а при #=16 — ординатой ОН. Ясно, что уменьшилось. 

Но если, переходя от /г = 8 к л= 16, мы индекс 5 изменим, например, на 
11, то от ординаты РС) мы перейдем к большей ординате Я ! (?\ Вообще на 
этом примере очевидно, что у к умаляется только при постоянном к. 



§ 143. Интегральная сумма и определенный интеграл. 

Определение. Интегральной суммой называем всякую сумму 
бесконечно большого числа бесконечно малых слагаемых, при пере> 
ходе к пределу равномерно умаляющихся. 

Определенным интегралом в самом широком смысле называется 
предел всякой интегральной суммы. 

Обыкновенно интегральная сумма $ представляется суммой типа: 

8 — Мі + ?2 а 2 + >3,4 4* • • • +М«. 

каждое слагаемое которой есть произведение двух множителей. 
В своей совокупности эти множители распадаются на две системы: 
на систему величин 

а і» ®2» ®з» • • • * 

которые мы будем называть элементами интеграции, и на систему 
величин 

Рі» ?!* ?8» • " " » Ря’ 

которые назовем факторами. 

При переходе к пределу число слагаемых бесконечно возрастает. 
При этом элементы интеграции 

3 1» а 2* Я 3» * * • > а ч 

бесконечно умаляются в своей совокупности, благодаря чему бес¬ 
конечно умаляются и все слагаемые. Что же касается факторов, 
то хотя в иных случаях они тоже бесконечно умаляются, но обык¬ 
новенно они не стремятся ни к какому пределу. 

Если через а обозначим общий тип элемента интеграции, а 
через р — общий тип фактора, то слагаемые интегральной суммы 
будут типа ра, а потому эта сумма может быть обозначена так: 

что надо читать так: сумма слагаемых типа ра. 
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В таком случае предел этой суммы, т. е. интеграл, обозна¬ 
чается так: 

І ре. 

причем у знака интеграла часто приписывают различные символы» 
имеющие целью более точное указание на условия получения этого 
интеграла. 

Предел суммы абсолютных величин элементов интеграции, т. е. 
предел суммы 

2І»І=КІ+КІ+КІ+---+КІ. 

мы будем называть областью интеграции *)• 

Рассмотрим, как известное нам понятие об определенном интеграле 
подходит под только что приведенное более широкое понятие. 

Мы определили определенный интеграл как предел суммы: 

в=/(6 0 )Дд: 0 +/(6 1 )Дх 1 +/(5,)Лх.+ • • • +/(2„-,)^ я _г (1) 

Слагаемые этой суммы типа /(х)кх. Поэтому-то предел этой суммы 
обозначают так: 

]/(х)<іх. 

а 

Стоит только положить 

а і = -Ц>> а^Длг,, 2„ = Дж я _ 1 , 

Рі —/( г о) > ? 2 = /(^і)* •••» Ря = /(^д-і)> 
чтобы ясно видеть, что сумма 5 есть сумма типа: 

т. е. интегральная сумма, где Длг А — элементы интеграции, а /($*) - 
факторы. Первые бесконечно умаляются, вторые нет. Сумма всех | Ьх к 
есть интервал (а, Ь ), т. е. область интеграции. 

§ 144. Лемма об интегральной Сумме. 

Если все факторы интегральной суммы 

2 ? а = Рі а і 4" Мз 4- Рз я а + ■ • • 4* Мд 

в свою очередь равномерно бесконечно умаляются и если область 
интеграции, т. е. предел суммы 2І 2 *[ • , конечна » то предел интег¬ 
ральной суммы равен нулю. 

Пусть е — наибольший модуль из модулей факторов г,, е 2 , е 3 , ..., е я . 
Так как по условию теоремы все факторы бесконечно умаляются и при¬ 
том равномерно, то 

Ііш е = 0. 

Модуль суммы меньше или равен сумме модулей слагаемых. Поэтому 

_ І2Р а І^І е іІ КІ+КІ І«*І4----+І»*І кі- 

*) На это определение и на все дальнейшее в этой главе читатель должен 
•братнть особое внимание. Изложенное здесь составляет сущность современного 
Анализа. 
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В правой части все слагаемые положительны. Мы ее увеличим, если 
нее е, , !б 2 ! .N„1 заменим через а. Получим: 

или короче: 

|2Ра|^б21а|. 

Так как предел суммы 2І а І 110 У СЛ0ВИЮ 
конечен и так как Нт 5 = 0, то лемма дока¬ 
зана. Примером ее может служить сумма гра¬ 
ничных прямоугольников, если через а ѵ 
а 2 у ..., а п обозначить их основания, а че¬ 
рез е 2 , ...» е Л — их высоты. Тогда их 
сумма будет типа 

2Р« 



и предел ее равен нулю. 


§ 145. Второй принцип исчисления бесконечно-малых. 

Если разность между а и Ь равна с, то будем говорить, что а о. м 
чается от Ь на с. 

Теорема. При вычислении предела интегральной суммы, область 
интеграции которой конечна, можно вез ее факторы заменить ве¬ 
личинами, отличающимися от них бесконечно мало. 

Пусть имеем две интегральные суммы: 

р = Р,а, ? 3 а 2 4- Рз«з + • • • Р„ а п' 

<7 = Ті а і + Ъ а *. + 7з а з + • • • + Чп а п 

с одними и теми же элементами интеграции а к , но с различными пря 
них факторами и предположим, что все факторы в своей совокуп¬ 
ности бесконечно мало отличаются от соответствующих им факторов у,.. 
Это значит, что все разности 

Р, Ъ Рз - Ь’ Рз -Та . К ІП 

равномерно бесконечно умаляются. Имеем: 

Р Я — (?і " Ті) “Ь (Рз Тг) ~~Ь (?з Ѵз) а з “Г • • • ~ Ѵя) 4 

В правой части все факторы бесконечно умаляются, а потому по 
только что доказанной лемме: 

1іт(/> <?) — О, 

Следовательно, 

Ит<? — Іітр. 

Но сумма ц получается из суммы р заменой ее факторов соотвеі- 
ствующимн им величинами Теорема доказана. 

Теорема . При вычислении предела интегральной суммы с конеч¬ 
ной областью интеграции все элементы интеграции можно заменить 
соответственно эквивалентными им величинами. 

Пусть 


Ж 


Р~$ 1^1 ! ?2 3 2 Ч ~ ?З а З ! *'• I 
Ч = 9і«і г ' Р;. а з+ ■ • — Рл, 


( 1 ) 

(2і 




две суммы с одними и теми же факторами, но с различными элементами 
интеграции, причем а к ^а к при всех А и, следовательно, 

г 

Ііш = 1 . (3) 

а к 

Требуется доказать, что Ііщ р = Ига д. Пусть до перехода к пределу 



Из (3) следует 1іт?* = 0, а потому все г к бесконечно малы. Имеем 

а Ь = а к “Ь 

и так как 

а»=21Рл* 

ТО 

я -/>=2ДОа)«*- 

В правой части все факторы бесконечно малы, а потому 1 іт (<7 — р) — 0, 
т. е. 

Пт р = \1тд. 

Соединяя эту теорему и предыдущую в одну, получаем теорему, ко¬ 
торую назовем вторым принципом исчисления бесконечно умаляющихся. 

Второй принцип . При вычислении предела интегральной суммы 
с конечной областью интеграции можно факторы заменять величи¬ 
нами, бесконечно мало отличающимися от них, а элементы инте¬ 
грации— эквивалентными им величинами. 

Можно сказать, что только благодаря этому принципу возможны все 
бесчисленные приложения Анализа к геометрии, механике и физике. 

Как частный случай доказанного принципа отметим тот случай, когда 
все факторы в интегральной сумме 

/ М] + ?2 а 2 Н _ ■ * * + Мл 

равны единице, а все элементы положительны. Тогда получаем теорему: 

При вычислении предела интегральной суммы 

2 1 ^ а 2 “ 1 “ • • * 4 ~ а п 

положительных бесконечно умаляющихся слагаемых в бесконечно 
возрастающем числе все слагаемые можно заменить эквивалентными 
нм величинами. 

В большинстве курсов под вторым принципом исчисления бесконечно 
умаляющихся разумеют как раз только эту теорему. 

Как пример доказанного принципа рассмотрим следующую задачу. 
Пусть 

. 1 , ,2 .3 п п 

п- п 2 ‘ п 2 1 п 2 1 п 2 

где п — целое число. Слагаемое, стоящее па А-м месте, будет 

а. = $іп \ . 1 5^ А 5^ п , 

к п- — — 

Ж 




и ясно, что наибольшим слагаемым будет последнее, равное зіп —. По- 

п 

ложим, что п бесконечно возрастает и что требуется найти предел 
суммы 5. 

При бесконечном возрастании п число слагаемых, равное я, тоже 
бесконечно возрастает; в то же время слагаемые бесконечно умаляются. 
Но синус бесконечно умаляющейся дуги эквивалентен самой дуге. Сле¬ 
довательно, при вычислении предела суммы $ мы имеем право заменить 
каждый синус его аргументом, а потому 


Ііш $ = Нт 



Ит 


п(п-{- 1) 
2л 2 


следовательно, 




и мы решили одним росчерком задачу, которую решить иным путем 
было бы затруднительно. 


§ 146. Простой определенный интеграл. 

Определенным интегралом, как было сказано, вообще называется пре¬ 
дел всякой суммы бесконечно умаляющихся слагаемых в бесконечно воз¬ 
растающем числе, т. е. предел всякой интегральной суммы. 

В дальнейшем мы встретимся с разнообразными типами определенных 
интегралов. Тот же тип, с которым мы уже знакомы, т. е. определен¬ 
ный интеграл, который обозначается так: 

ъ 

\}{х)йх, 

а 

очень часто, для отличия от других типов, называют простым определен¬ 
ным интегралом, или обыкновенным, или определенным интегралом от 
функции одного переменного. 

Но в большинстве случаев как раз интегралы этого типа называют 
коротко определенными интегралами без всякого добавочного прилага¬ 
тельного; чаще же всего их называют просто интегралами. Что же ка¬ 
сается интегралов иных типов, то для них в отличие от изученных 
нами вводят различные термины. 

Вычисление интегралов самых разнообразных типов приводится в 
конце концов к вычислению изученных нами обыкновенных интегралов. 
Поэтому теория их приобретает особое значение для всей математики. 

Мы рассмотрим еще раз некоторые их основные свойства с целью 
выяснить ту роль, которую в их теории играет понятие эквивалентных 
величин. Благодаря тому пути, который был нами избран для введения 
понятия об определенном интеграле, эта роль до сих пор оставалась в тени. 

Определенный интеграл 


а 

мы определили как предел следующей суммы: 

**=/($,) 4 * 0 +/^)^ +/(?,) 4 *. + ... +/(*..,, ( 1 ) 
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іричем мри переходе к пределу предполагали, что число промежу- 
очных чисел х к бесконечно возрастает так, что промежутки между ними 
(есконечно умаляются. 

Этот предел, как мы видели, не зависит от выбора чисел $ Д| и в свое 
іремя мы убедились в этом, исходя из чисто геометрических соображе¬ 
ній. Но теперь нетрудно видеть, что это есть простое следствие второго 
іриншша. 

В самом деле, рядом с суммой 5 рассмотрим другую сумму с теми 
ке числами х к> но с иным выбором чисел Пусть 

*'=/(д Д* 0 +/($;)^ а + /(д 4*,+ ... +/($;,_!) Д*,_ѵ (2) 


Множители /(Б 4 ) и /(^) являются факторами в этих суммах. 
Рассмотрим их разность: 

Л5*)-/(5> (3) 

Так как числа и лежат в одном и том же интервале (* д+1 , х к ) 
я так как этот интервал в пределе обращается в нуль, то, следовательно, 
п разность 


в пределе равна нулю, а потому и разность (3) имеет пределом нуль. 

Следовательно, величины /(2 Д ) и /($ д ). служащие факторами сумм 5 
и отличаются друг от друга бесконечно мало, а потому по второму 
принципу суммы $ и имеют один и тот же предел, т. е. предел суммы 5 
йе зависит от выбора чисел Е Л . 

Мы видим, что эта независимость есть не что иное, как простое при¬ 
ложение второго принципа, согласно которому предел интегральной суммы 
ке изменится, если все факторы ее заменить величинами, отличающимися 
от> них бесконечно мало. 

Так как совершенно безразлично, как выбирать числа то мы мо- 
фем сказать, что слагаемые суммы $ есть слагаемые типа /(, х ) кх> а потому 
в пишем основное равенство: 


I- 


ь ь 

Ііт ^ /(. х) Ьх — ^/(д?) йх. 

а а 

147. Заключение. 


Лемма. Если все факторы интегральной суммы бес- 
конечно умаляются, то предел суммы равен нулю. 

Второй принцип . При вычислении предела интеграль¬ 
ной суммы с конечной областью интеграции факторы 
* можно заменять величинами, бесконечно мало от них 
& отличающимися, а элементы интеграции-эквивалент- 
| нымй величинами. 

В Определенным интегралом называется предел всякой интегральной 
р суммы. 



Глава двадцать первая 


ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ И МЕХАНИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА. 

Определенный интеграл имеет разнообразные приложения в области 
геометрии и механики. Мы здесь рассмотрим некоторые из них; при этом 
хотя большинство геометрических приложений нами было уже рассмот¬ 
рено в первой части, мы отчасти снова вернемся к ним, чтобы рассмот¬ 
реть их с точки зрения эквивалентности, а также чтобы сделать некото¬ 
рые дополнительные к ним замечания. 

§ 148. Площадь в декартовых координатах. 

Эту задачу, уже нами изученную достаточно подробно, мы снова 
рассмотрим в несколько более общем виде, предполагая, что кривая 
отнесена не к прямоугольным декартовым координатам, а к косоуголь¬ 
ным, угол между осями которой равен ев. 




Пусть попрежнему а и Ь— абсциссы двух точек А и В, из которых 
проводим прямые аА и ЬВ , параллельные оси У. Криволинейной трапе¬ 
цией, площадь которой обозначим через и , теперь будем называть фи 
гуру аАВЬ (черт. 105). Вставив между а и Ь ряд промежуточных чисел 
х 2 , х п _ ѵ проведем из каждой точки х к прямую, параллельную 
оси У. Этими прямыми трапеция разделится на элементарные полосы 
площади которых обозначим через и 0 , и ѵ и 2 , и п _ ѵ Через у 0 , у ѵ 
•••* У п ^ і обозначим ординаты кривой, соответствующие точкам де¬ 
ления. 

Предположим — это, как увидим, очень важно,—что кривая всеми 
точками лежит выше оси X, не имея ни одной точки, общей с осью X 
Следовательно, ордината у переменной точки на кривой всегда остается 
положительной и не может принимать как угодно малых значений. 

286 




Рассмотрим элементарную полоску, принадлежащую какому-нибудь 
одьинтерналу (х к , х к+1 ). Пусть Р' к и Р" к -те точки дуги А к А к+г , ор- 
инаты которых г( к и г" к соответственно меньше и больше всех осталь- 
ых ординат интервала (, х к , х* +1 ). Проводя через них прямые, парал- 
ельные оси X , получим внутренний и выступающий элементарные па- 
іаллелограмы, площади которых обозначим через и' к и и к , Ясно, что 

«*<«*<< (і) 

I что 

— Г ІА ' іп ю * х к’ и 1 — Ч* 5ІП " ЬХ/,- Ѵ2) 

Разность 

№ I 

Ъ- Т ік 

$удет бесконечно малой, если подынтервалы бесконечно малы. Но 
іеличины и к и и " к —типа ра. Их факторы г( к и т\ к , так как кривая лежит 
шше оси, не могут принимать как угодно малых значений. В то же 
іремя они бесконечно мало отличаются друг от друга. По теореме об 
жвивалентности заключаем, что 

«;=<■ (3) 

Если /^—произвольно взятая точка на дуге А к А клЛ и -ее 

координаты, то, проведя через эту точку прямую параллельно оси X, 
получим элементарный параллелограм общего типа, площадь которого 
обозначим через ѵ к . Ясно, что 

Ѵ к = т ік $Іп (I) Дл:* = /(^) 5іл (!) Ддг* (4) 

и что одновременно 

“*<«*< «Л 

“і <**<«*• ( 5 ) 

Немедленно же, принимая во внимание (3), заключаем, что 
а потому 

- ѵ к 

Теорема . Площадь элементарной полоски эквивалентна площади 
элементарного параллелограма общего типа. 

Следовательно, с точки зрения эквивалентности всякая бесконечно 
тонкая элементарная полоска может рассматриваться как параллелограм. 

Предполагая теперь, что число промежуточных точек бесконечно 
возрастает так, что наибольший промежуток между ними бесконечно 
умаляется, и опираясь на второй принцип, заключаем, что 

ь ь 

плот, аАВЬ — Ііт ^ и к = \іт ѵ к = 

а а 

Ь * Ь 

— Нт ^ /($*) «іи ш Ах к = ^ яіп о» /(х) (Іх — ;'п о» \ у (іх. (6) 



Но это в предположении, что точки А и В не лежат на оси Л'. 
Если бы они лежали на ней, то ордината переменной точки на кривой 



могла бы принимать как угодно ма¬ 
лые значения и тогда из (2) мы не 
могли бы заключить о (3). 

Но пусть А и В лежат на оси 
X. Тогда, взяв точки А' и В' до¬ 
статочно близко к точкам А и Б, 
по доказанному имеем (черт. 107) 

У 

площ. а*А*В*Ь' — 5іп со \ у йх. 


Заставляя а 1 и Ь } бесконечно приближаться соответственно к а и Ъ, 
в пределе опять получим равенство 


ы = $іп <в ^уйх, 


(7) 


где ^—функция х . 

Если кривая дана параметрически уравнениями: 

то, произведя в (7) подстановку х — у((), найдем, что 

т 

и — 5Іп о» ^ у йх. 


( 8 ) 


где у и X уже надо рассматривать как функции і. Пределами интеграла 
служат значения параметра в начальной и конечной точках кривой. 


В результате имеем теорему: 

Теорема. Площадь кривой 
трапеции в косоугольной си¬ 
стеме координат выражается 
формулой: 

т 

а = 5іою^уйх. 

/о 

Если система координат пря¬ 
моугольная, то 5іпо) = 1, и по¬ 
лучаем знакомую формулу. 

Пример. Пусть 

ху — гп 



—уравнение гиперболы, отнесенной к своим асимптотам как к осям 
координат. Если из двух точек ее А и В, абсциссы которых а и Ь, 
проведем ординаты аА и ЬВ> то для площади и фигуры аАВЬ имеем: 


Ь Г 

Ы=$ІП(І> б/дГ=8ІП0) I 
а 


' т йх 


■ ш зіп (0 Іа 


Ь_ 

а 
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$ 149. Площадь в полярных координатах. 

Пусть РС ?—кривая. Из точки О проведем в точки А а В два ра¬ 
диус-вектора г* и г", угол между которыми пусть равен ш. Фигуру ЛОВ 
назовем кривым сектором. Площадь его обозначим через и. Если ш бес¬ 
конечно умаляется, то и тоже бесконечно умаляется (черт. 109). 

Всякий радиус-вектор г любой точки С, лежащей на кривой между 
точками А и В, будем называть радиусом нашего сектора. 

Вычислим, чему эквивалентна пло¬ 
щадь и. 

Из О как из центра соответственно 
радиусами / и г* описывяем дуги АВ' и 
ВА'- Получим круговые секторы АОВ г и 
А'ОВ, площади которых обозначим через 
д 9 и и". Имеем 

«'<«<«". (і) 

где и' — / 2 ш, и"~~-г“' 2 <о. (2) 0 

* * Черт. 109. 



Но геометрически ясно, что если ш бесконечно умаляется, то раз¬ 


ности 


и г*—г * 


тоже бесконечно умаляются, а потому по теореме об эквивалентности 



Черт. ПО. 

площадь кругового сектора. Пусть 


, 1 о . 1 

и' — г 2 ш, и — го). 
Следовательно, 

у Г® О), 

и мы получаем теорему: 

Площадь бесконечно тонкого 
кривого сектора эквивалентна 
половине произведения квад¬ 
рата его радиуса на его угол. 

Следовательно, с точки зрения 
эквивалентности площадь кривого 
сектора можно рассматривать как 
теперь 


'=/(•) 


—уравнение данной кривой (черт. ПО). Мы предположим, что эта кри¬ 
вая пересекается всяким радиус-вектором только в одной точке. 

Отметим на кривой две точки А и В с полярными углами а> 0 и іі. 
Вставим между А и В ряд промежуточных точек М х , М ѵ ЛТ П _ Г 
Соединив каждую из них с полюсом радиус-вектором, получим систему 
кривых секторов. Полярные координаты точки М к обозначим через г к , ѵ> к ’ 
Следовательно, 

'*=/(**>• 


19 


Курс математического анализа, ч. Ш. 



Пусть число точек М к бесконечно возрастает так, что расстояния между 
ними бесконечно умаляются. Тогда площадь бесконечно тонкого сектора 
М к ОМ к + г эквивалентна 


а потому, опять по второму принципу, 


в= 1 іш Ет^ Л<0 *= 1іт X т А<0 "—| у/о *)* а *- 


Получаем теорему: 

Площадь кривого сектора в полярных коор¬ 
динатах выражается формулой: 

я 

я = г 2 Ао, 



Черт. Ш. 


где ш 0 и 2— полярные углы крайних радиус-векторов сектора. 

Очевидно, что если данная площадь и ограничена замкнутым около 
полюса контуром, то надо принять 


где о> 0 —полярный угол произвольно выбранной точки А на данном 
контуре (черт. 111). 


§ 150. Объем тела произвольной формы. 

Пусть имеем тело, ограниченное некоторой замкнутой поверхностью 5^ 
произвольной формы. Пересечем его двумя плоскостями Р и Р\ параллель¬ 
ными между собой (черт. 112). 

Ими из данного тела вырежется 
некоторая часть его, которую 
назовем слоем. Вообще 

слоем будем называть вся- 
. кое тело, ограниченное неко¬ 
торой боковой поверхностью 
.я двумя параллельными плос¬ 
костями, называемыми осно¬ 
ваниями слоя. Расстояние 
между этими плоскостями на¬ 
зовем высотой слоя. 

Обозначим через ѵ объем 
слоя, через А—его высоту, че¬ 
рез 5' — ту часть данной по- Черт. 112. 

верхности, которая заключена 

между плоскостями Р и Р* и которая служит боковой поверхностью слоя. 
Пусть С и С*—контуры, по которым поверхность 5 пересекается плос¬ 
костями Р и Р*. Площадь, ограниченную контуром С, обозначим через и 
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Одновременно с слоем рассмотрим прямой цилиндр, основанием и 
высотой которого служат основание и слоя и его высота Л. Если ад— 
объем этого цилиндра, то 

ад = яА. 


Докажем, что если А бесконечно мало, то 

ѵ ^ ад. 

Поверхность может быть любой формы. Для ясности представления 
предположим, что плоскости Я и Р* горизрнтальны (черт. 113) и что АВ и 
НО — те кривые, по которым поверхность пересе¬ 
кается плоскостью чертежа, которую считаем верти- г/ 
кальной. Всякой другой вертикальной плоскостью 
поверхность пересечется по кривой более или 

менее сложной формы *). Спроектируем поверх- *| 
ность на плоскость Я, т. е. из каждой точки 
поверхности опустим перпендикуляр на пло¬ 

скость Я. Обозначим через а ту часть плоскости 
Я, которая покроется проекциями всех точек по¬ 
верхности 5', и эту часть назовем тенью, по¬ 
тому что, если вообразить, что поверхность 5' 
освещена сверху вертикальными лучами, то ее тень 
покроет как раз эту часть о. Через ІУ и й" обозначим внутренний и 
внешний контуры тени, через и* и и" — площади, ограниченные этими 
контурами. Ясно, что 

и* <^и<^и п . ( 1 ) 

Построим прямой цилиндр с высотой А, основанием которого служит 
площадь и\ и прямой цилиндр с той же высотой, основанием которого 
служит площадь и 19 . Если то 1 и т'* — объемы этих цилиндров, то 



Черт. 113. 


( <ш' = ѵІк % іѵ” = и п к. 

[ Геометрически ясно, что 
^ < ад <'Я'" 

что 4 

!* ад г <С ѵ < 


( 2 ) 

( 3 ) 

(4) 

Когда А бесконечно умаляется, то в пределе, когда плоскость Р* сов¬ 
падет с Я, боковая поверхность 5' и ее тень а исчезнут. Следовательно, 
[если А бесконечно умаляется, то 

(5) 


і 


I- Так как 
: .то из (2) 


ІІт 9 = 0. 

и"а, 

и* ± 

ѵ/ ~ и' == 1 "і ~ и> ’ 


*) В частном случае поверхность $' может быть образована вращением крн- 
; «ой ОН около некоторой оси КЬ. 
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а потому когда к —►О, то 


Следовательно, 


ш' 

Ііт -Ѵ= 1. 
ш 




м 




Теперь из (3) и (4) заключаем: 


а потому 


V) и/ и г т</, 


ѵ тѵ, т. е. о ^ ик. 


( 6 ) 


Если слой, высота которого бесконечно мала, условимся называть 
бесконечно тонким слоем, то (6) дает теорему: 

Бесконечно тонкий слой эквива¬ 
лентен прямому цилиндру, основа¬ 
нием и высотой которого служат 
основание и высота слоя. 

Следовательно, с точки зрения экви¬ 
валентности бесконечно тонкий слой 
можно рассматривать как прямой ци¬ 
линдр. 

Теперь нетрудно вычислить объем 
тела, ограниченного замкнутой поверхно¬ 
стью 5 произвольной формы (черт. 114). 
Если проведем плоскость ф перпенди¬ 
кулярно к оси абсцисс в точке х, то 
контур, по которому она пересечет по¬ 
верхность 5, обозначим через О х . Пло¬ 
щадь, ограниченная этим контуром, называется площадью сечения. Ее 
обозначим через и х . Очевидно, что и х — функция дг. Пусть 



и х = Ф(х) 


(.7) 


и пусть а и Ь —те границы, в которых надо менять х, чтобы плоскость (? 
пересекала тело. 

Делим интервал (а, Ь) на бесконечно малые подъинтервалы точками х к 
и через каждую точку х к проводим плоскость С} к1 перпендикулярную к 
оси X. Этими плоскостями тело разобьется на бесконечно тонкие слои. 
Пусть вообще ѵ к — слой между плоскостями <} к и ф й+1 ; его высота — 
площадь его основания, т. е. площадь сечения плоскостью ($ кУ обозна¬ 
чим через и к . Так как 

ѵ к ^и к іх к ^Ф{х к )\х к , 

то объем всего тела 

ь ь 

Ііт У* Ф(х)<іх^\и х ііх. 

' а ‘а 

Теорема. Если а х — площадь сечения тела плоскостью, перпен¬ 
дикулярной к оси Х р то его объем о, ограниченный плоскостями 
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( 8 ) 


х = а и у = Ь, где а<&, определяется по формуле 

ь 

ѵ=^а х йх, 

а 

где а х —функция х. 

Полезно быстро выводить в уме эту формулу, рассуждая так: слой 
между плоскостями, перпендикулярными к оси в точках х и х + *Х. 
эквивалентен и йх, а потому 

» * 

ѵ = Ііш ^ и х йх = ^ и х йх, 
т. е. (8). « 


Вычислим объем ѵ эллипсоида: 




Плоскостью через точку х он пересекается по эллипсу 

>! + *! = , _і? 

Ъ* * с» 

полуоси которого равны 


л*’ 


а потому его площадь 


и, следовательно, 


‘V 

ѵ — = ^ ( 1 -#) Лх - 

— а —а ' * 


Заключаем: объем эллипсоида равен —ъаЪс. 

о 

При а = Ь = с получим объем шара. 

і 

Если данный объем есть объем тела вращения, то ясно, что 

іі = тгу 8 , 

и из (8) получаем уже знакомую нам формулу для объема тела вращения. 


§ 151. Длина дуги. 

Относительно дуги мы доказали (стр. 67 ), что если кривая дана 
уравнением 

У=/(х) 

и если началом отсчета переменной дуги служит точка с абсциссой а , 
то 

х 

*=^Г+7* ах. (і) 

О 


откуда 


йв = 1 / 1 -|-/з йх, йв* = йх* + йу*. 


( 2 ) 
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Предположим теперь, что кривая дана параметрически уравнениями 

*=<р(0. у=Щ 

и пусть за начало отсчета дуг принята точка А , для которой і = 
(черт. 115). Для такой кривой у вообще не является однозначной функ¬ 
цией х. Но возьмем на кривой точку М с произволь¬ 
ным значением параметра і и отметим около нее на¬ 
столько малую дугу чтобы для нее у был одно¬ 

значной функцией х. Тогда мы можем для этой дуги, 
рассматривая у как функцию х, применить формулу (2), 
которую перепишем в такой форме: 



(ѢГ='ЧѢУ- 


( 3 ) 


Черт. 115. 


Так как в ней стоит отношение диференциалов, то фор¬ 
мула остается верной при всяком выборе независимого 
переменного, а потому в ней можем снова рассматри¬ 
вать хну как функции I. Заключаем: 

Если для кривой 

•*=?(*). у=Щ ( 4 ) 


началом отсчета дуг служит точка, для которой то 


йа 2 =йх 2 -|- йу 2 , {5) 

а потому 

I « 

$=\‘ /ах 2 +а У 2 =5 і/<рѴ) 2 +да ли (6) 

к ** 

и, следовательно, длина дуги между точками, для которых 
и і—і г > равна 

)Ѵ ч'м+пѵли (7) 

Формула (1) является частным случаем формулы (6), когда параметром 
служит х . 

Опираясь на полученный результат, мы можем доказать следующую 
теорему: 

Предел отношения бесконечно умаляющейся дуги без особых 
точек к ее хорде равен единице. 

При этом особой точкой кривой, определенной уравнениями (4), на¬ 
зывают всякую точку, для которой 

у\і) = <!/(*)=0. 


Пусть М\х\ У ; *') и МХх*,у"\і*) — две точки на кривой (черт. 116). 
Тогда согласно (7) 


дуга М!М" 


и* 

ДО+*'(*)* Лі. 
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Применяя же теорему о среднем значении интеграла» имеем: 


дуга МШ''=(р 9 —?)У <р\*) 2 + 

где т—некоторое число, промежуточное между и і". Вычисляем длину 
хорды М'М". Применял теорему Лагранжа, последовательно находим: 

хорда М 9 АЛ 9 => У) 2 = 

= / 4- ІФіО-<ЮТ*= 


= (/■'—/') <рЧт') а Ч-ФЧх") 8 . 

где т' и т” лежат в интервале (Р, і"). Следо¬ 
вательно, 

дуга М'М" _ V ^(О 2 + ф'(т) 8 ] ' 

хорда М'М’ 1 ф 1 (г”)а ' 



Черт. 118.. 


Переходим к пределу, предполагая, что М" стремится к АР. Так как 
:Ншт = 1ішт , =Ііт х"= і\ то 


ц т ДУ га . / «рЧО* + Ь'СО* 

Іт хорда / <р V) 2 _Ь ФЧ**) 2 ’ 


, ( 8 ) 

ь 


и, следовательно, 


Пт 


дуга 

хорда 


= 1 . 


(9) 


если только случайно в правой части (8) числитель и знаменатель не 
равны нулю, что возможно только при условии, что 

<{/(0=Ф'(0=о. 

Теорема доказана. 


§ 152. Поверхность тела вращения. 

Выше (стр. 65) мы определили поверхность вращения,, рассматривая * пре¬ 
рывную ломаную, описанную около кривой. Но более естественным будет сле¬ 
дующий путь. 

Пусть кривая АВ, уравнения которой 

* = ♦(«. 

вращается около оси Х\ эта кривая может 
пересекаться прямой, параллельной оси X. 
не только в одной, но и в нескольких 
точках. 

При своем вращении кривая опишет 
некоторую поверхность, площадь которой 
обозначим через 5. Вычислим се. Но пред»* 
варнтельно мы должны условиться, что 
разуметь под площадью поверхности вра¬ 
щения. 

Под площадью поверхности враще¬ 
ния будем разуметь предал площади той 
Черт. 117. поверхности, которая получается от 

вращения ломаной линии, вписанной в 
данную кривую в предположении, что звенья этой ломаной линии беско¬ 
нечно умаляются. 

Это определение в то жё время указывает тот путь, по которому мы 
должны итти для вычисления площади поверхности вращения. 



2 % 




Вписываем в данную кривую ломаную дннню. Пусть РР — какое-нибудь 
ее звено. При вращении около оси X это звено опишет боковую поверхность 
усеченного конуса, которую обозначим через р. По известной формуле из 
элементарной геометрии имеем: 

р = к(Р#-ігОЗ)Рд. л ( 1 ) 

Пусть —ордината какой-нибудь точки дуги Рр. 

В пределе разность 

(РР + р5) - 2у = (РР -у) + (Р5 - у), 

очевидно, равна нулю. Следовательно, в (1) фактор РР -|- ()$ может быть за¬ 
менен фактором 2у, а потому 

р = 2куР<?. (2) 

Пусть 5 — длина дуги АР . Тогда дуга РР = Дѵ. Так как во (2) хорду РР 
можно заменить эквивалентной ей дугой Д$, то 

, р ^ 2«уА5. (3)* 

Следовательно, с точки зрения эквивалентности можно 

рассматривать дугу Ду как прямую, которая при вращении 

описывает поверхность элементарного конуса, который 
в свою очередь можно рассматривать как цилиндр, радиус 
основаиия которого у, а высота 

Пусть длина всей кривой АВ равна /, и будем на время рассматри¬ 
вать у как функцию Пусть у = ф(з). 

Согласно (3), если 5 — площадь всей поверхности, образованной вра¬ 
щением кривой АВ, то 

1 1 { 

$— Ііш ^ 2пуЛз = Ііш 2тг Ф($)\$ = \ 2тг Ф(з) 


8—\2иу(1з . ( 4 ^ 


Но если хну- функции параметра і, то и 5 — функция і. Поэтому, 
если в (4) мы станем рассматривать з как функцию і , то по теореме о 

подстановке л 

Г г 


\ 2тгу^=^2тг^Л5, 


где в левой части у — функция 5 , а в правой и 5 - функции і. Те¬ 
перь (4) дает теорему: 

Площадь поверхности вращения кривой определяется по формуле 

г 

$ = \ 2 пуйз. 


где у и з рассматриваются как функции параметра. 

Если же кривая дана уравнением у =/(*), то имеем: 

г 

$=у2іо>/і+У а <*х. 

<* 
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§ 153. Масса и центр тяжести линии. 

Как материальных поверхностей, так и материальных линий в при¬ 
роде не существует. В практической жизни материальной линией мы 
называем всякое очень тонкое и длинное тело, при суждениях о кото¬ 
ром мы принимаем во внимание только его длину. Поэтому с матема¬ 
тической точки зрения материальная линия есть геометрическая линия, 
каждую часть которой мы мыслим связанной с веществом. Это вещество 
считаем как бы принадлежащим линии, как бы содержащимся в ней. 

Если т — количество вещества» заключенного в дуге I данной 
кривой АВ, то отношение 

т 

I 


называют средней линейной плотностью дуги /. Предел этога 
отношения в предположении» что дуга I бесконечно умаляется» 
обращаясь в пределе в точку Р, называется истинной линейной 
плотносгью в точке Р. 

Обозначая эту плотность через р, имеем: 

т 

11Шу = р. (1) 

Пусть до перехода к пределу 

— = р-|-е, ія— /р-(- 6 Р> 


где е бесконечно мало, если I бесконечно мало. Так как из (1) сле¬ 
дует. что 


і, т і 

Пт —- = 1, 
р/ 


то т = р/ и получается 

Теорема. Количество вещества т, заключен’ . 
ного в бесконечно малой луге I, эквивалентно • 
произведению згой дуги на плотность вещества 
в любой точке дуги: 

т % /р. 


* 

У* 4 


в 


Черт. 118. 


Пусть ЛВ — данная материальная линия, лежащая в плоскости XV; 
через 5 обозначим дугу АР от точки А> принятой за начало отсчета 
дуг, до переменной точки Р (черт. 118). Если через р обозначим плот¬ 
ность в точке Р, то очевидно, что р можно рассматривать как функцию 
дуги 5. 

Пусть р — Ф($). 


Поставим такую задачу: зная плотность в каждой точке кривой, вы¬ 
числить массу всей кривой и координаты ее центра тяжести. 

Мы знаем, что если мы имеем систему изолированных материальных 
точек, массы которых 

, ТЛ 2> , • а ■ » 1П п | 

и если 

<*!. у { ). (Х 3 , Уъ) -- (■*„, у л ) 
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— координаты их, то координаты центра тяжести этой Гсистемы опре¬ 
деляются по формулам: 

х _ я»,*, + т 2 х 2 + ... + т п х а 2 т ь х„ 
с + +т я 2«* ’ 

_^ «-.Уі + *ЧУ8+.-- + т *У« = И>т,у ь 

Ус т 1 « а + • • • + т п 2 т * 


Но эти формулы выведены для системы изолированных точек. Нам 
надо их видоизменить так, чтобы они годились и для масс, распреде¬ 
ленных непрерывно. 

А*, На данной кривой АВ (черт. 119) вста¬ 

вим ряд промежуточных точек А ѵ А 2 . ... , 
Считая точку А началом отсчета 
дуг, будем на время рассматривать коор¬ 
динаты точки кривой как функции дуги 5. 
Пусть 

х =<?(«). у = Щ- 

Следовательно, дуга $ служит парамет¬ 
ром. Если — значение этого параметра 
для точки А к , то длина дуги Л А Л А+1 равна 



5 к — 


Черт. 119. Пусть В к — произвольно взятая точка 

на дуге А к А к+ѵ Через т Ік обозна¬ 

чим числовые значения дуги 5 и координат для этой точки В к . Ясно, что 

&*=?(<). Ч* = ФЮ- 


Если р ь — плотность в точке В ьг то 

р*=ф(0- 

Обозначим через т к массу бесконечно малой дуги через М и 

і — массу и длину всей линии АВ. Мы имеем: 

М='%т к . 

Это равенство верно, на какие бы дуги Д$* мы ни разделили всю 
линию АВ. Предполагая же, что число точек А к бесконечно возрастает 
так, что все дуги Д$ Л бесконечно умаляются, мы имеем: 

М = Ѵт У ^т кг 


Но если дуга Д$ Л бесконечно мала, то, как мы видели. 


а потому 


т ы 48 ?к^к> 


і і 

М = Іігп 5] РдАя* = Ит 5] Ф(з' к ) Д*у 
о о 


Следовательно, 



( 3 ) 
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и мы получили формулу для вычисления массы всей линии через плот¬ 
ность. 

Чтобы получить формулы для центра тяжести, мы заменим непрерыв¬ 
ную материальную линию АВ системой изолированных точек, а именно 
каждую бесконечно малую дугу заменим материальной точкой, 

масса которой равна массе т к этой дуги, и поместим эту точку в про¬ 
извольно взятой точке В к , лежащей на дуге А к А к+1 . 

Если х с , у с — координаты центра тяжести этой системы уже изоли¬ 
рованных точек щ, т ѵ ... , т п , то 


Но 

н 


Му е ='%т кЧд . (4) 

$*=<Р(ф. Ч»=Ф(^)- 

т к ^ РіА 8 . 48 


Те пределы, к которым стремятся х с > у с> когда дуги Д$ Л бесконечно 
умаляются, обозначим через 5, т) и примем их за координаты центра 
тяжести всей линии АВ. Из (3) имеем: 

МІ = Ііш 2 т$ к = Ііот 2 р Ак = 1ІШ 2 ф ( 5 *) ^ Ф(8) <р(«) 

о 


и, следовательно, короче 

і 



Мѣ = \рх<із. 

іі 

(б) 

Очевидно, что аналогично 

0 

1 



Мц = \ру<1$, 

0 

(6) 

где под знаком интеграла 
дуги 5. 

х, у и р надо рассматривать как 

функции 


Предположим теперь, что координаты х, у точки кривой даны как 
функции параметра і и что при движении по кривой параметр возра- 
стает от до Т. В таком случае 5 — тоже функция і. Мысленно заме¬ 
няя 5 в (3), (5) и (6) этой функцией, получим по теореме о подста¬ 
новке: 

т г т 

М = \рсіз, Мі=^рха$, Мт { =^руйз, (7) 

ь и і . 

где х и р — уже функции і. Получается 

Теорема. Если ( 0 и Т— значения параметра для начала я конца 
материальной линии АВ, то ее масса АВ и координаты С, і) цен¬ 
тра ее массы определяются по формулам: 

М = \р<&, ЛІ7) = ру (Із, (8) 

где плотность р и координаты х, у надо рассматривать как функ¬ 
ция параметра. 
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Если р = 1, то центр тяжести получает название центра тяжести 
самой геометрической кривой. Следовательно, центром тяжести геометри¬ 
ческой кривой называется та точка, которая будет служить центром тя¬ 
жести для кривой, если ее рассматривать как материальную с однород¬ 
ной плотностью, равной единице. Но если везде р = 1, то ясно, что 
масса всей кривой численно разна ее длине: М = /, а потому, полагая 
и (8) р = 1, заключаем: 

Координаты 2» т) центра тяжести геометрической плоской кривой 
определяются по формулам: 

г т 

Ц = = ч (9) 

I *о ' 

где I —длина кривой. 

Если кривая АВ (черт. 117) вращается около оси X, то она опи¬ 
шет поверхность вращения, площадь которой 


Сравнивая с (9), находим 


г 

х[удз. 

<0 

5=2тп]‘/. 


( 10 ) 

( 11 ) 


Но 2щ есть длина окружности, которую описывает при вращении около 
оси X центр тяжести О кривой, а потому 

Теорема Гульдена . Площадь поверхности, описываемой при 
вращении кривой около оси» равна длине кривой» умноженной на 

длину окружности» описываемой 
центром тяжести кривой. 

Эта теорема часто дает воз¬ 
можность легко определить центр 
тяжести некоторых простых линий, 
зная поверхность, образованную 
их вращением. 

При вычислении положения 
центра тяжести кривой часто по¬ 
лезно пользоваться тем, что если 
кривая симметрична относительно 
некоторой оси, то центр тяжести ее лежит на этой прямой. Вычислим, 
например, центр тяжести всей циклоиды 

дг = а(/ — $Іп/), у = а{\ — сов/), 



а именно ее дуги от / 0 = 0 до і = 2п. Имеем: 

Лс = а( 1 — соз і)йі 9 йу=аѣ\пісІі, 

і 2 * і 

45 = 2а$іПу<#. /=|л=^ 2а*іп — Л = 8а, 

2х 2л ° 

/2 = \ х йз — ^ 2а 2 (/ — зіп і) 5Іп — йі = 87га*, 

і 32д* 

Ьі = \у 4 $=\| 2а(1 соз/)5іп уЛ=—, 

о О 
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откуда 


-=тш, 


4 = 


4а 

Т 


АВ 

Так как АВ — 2яа, то & = -^- . Следовательно, центр тяжести циклоиды 

лежит на ее оси НК , что очевидно и без вычислений, ввиду симметрии 
циклоиды относительно своей оси. 


§ 154. Заключение. 

1. Площадь бесконечно тонкой полоски эквивалентна произведе¬ 
нию ее длины на ее высоту. 

Площадь бесконечно тонкого кривого сектора эквивалентна поло¬ 
вине произведения квадрата его радиуса на его угол. 

Длина бесконечно малой дуги эквивалентна ее хорде. 

Объем бесконечно тонкого слоя эквивалентен произведению пло¬ 
щади его основания на высоту. 

2. Имеем формулы: 

1) для площади в декартовых и полярных координатах 

І \лг 

и=\^усіх, я=|- 2 -г г </ ш; 

(ф «О 0 

^ 2) для длины дуги в декартовых и полярных координатах 

г і ; _ <е ^_ 

•5 = ^ йх* + 5 — \ V Г 2 г' 2 \ 

ІО и»0 

3) для объема тела вращения и площади его поверхности 

г г 

ѵ — \ тту 2 Ле, 5= \ 2т ху 

/о Ій 

4) для объема тела через сечение 


ѵ = \и т йх\ 

а 

5) для массы и центра массы линии 

Л/=\р</.у, Мі = \рх (іи, Мті = ^ру<І5. 



ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ВТОРАЯ 


ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ. 

Задача о квадратуре площадей привела нас к понятию определенного 
интеграла от функции одного переменного. Задача о кубатуре тел при¬ 
водит к понятию определенного интеграла от функции двух переменных. 

§ 155. Элементарные площадки. 

Всякую достаточно малую часть плоскости, ограниченную замкнутым 
контуром, будем называть элементарной площадкой. 

Размером, или диаметром, площадки называется длина наиболь¬ 
шей хорды, которую можно провести между двумя любыми точ¬ 
ками контура, ограничивающего площадку. 

Так, например, размер площадки на чертеже 121 равен длине хорды аЬ, 
размер эллипса, очевидно, равен длине его большой оси, размер круга 
равен его диаметру, размер прямоугольника равен его диагонали. 



Черт. 121. 



Всякую часть А плоскости, ограниченную замкнутым контуром С 
(черт. 122), мы можем разделить на элементарные площадки самыми 
разнообразными способами. Так, например, мы можем разбить площадь А 
на элементарные площадки, проведя сначала одну систему прямых, парал¬ 
лельных между собой, а затем другую систему прямых, перпендику¬ 
лярных к прямым первой системы. Этими двумя системами прямых вся 
плоскость разобьется на прямоугольники. В частном случае, если прямые 
проведены на одном и том же расстоянии в обеих системах, то мы будем 
иметь квадраты. 

02 





Если прямые второй системы, будучи параллельными между собой . 
не перпендикулярны к прямым первой системы, то вместо прямоуголь¬ 
ников мы будем иметь элементарные параллелограмы (черт. 123). 

Часто мы будем пользоваться также следующим способом деления 
площади. Из точки О как полюса проводим систему концентрических 



Черт. 123. Черт. 124. 


окружностей, которыми плоскость разобьется на кольца. Проведя затем 
из О систему лучей (черт. 124), мы разобьем плоскость на кривые 
, четырехугольники. 

Все рассмотренные способы дробления являются частными случаями 
і следующего общего способа. Мы проводим (черт. 125) сначала систему 
; кривых I/, V , И'\ ... совершенно произвольной формы, но только не 


пересекающихся между собой, а затем дру- 
К гую систему каких-нибудь кривых Р\ Р ", 
: Р ш ,..тоже не пересекающихся между со- 
; бой, но пересекающих все кривые первой 
I системы. Этими двумя системами площадь ра- 
''зобъетсяна элементарные кривые четырех- 
[ угольники общего типа. 

При любом способе дробления все эле* 
’* ментарные площадки по отношению к данной 
5 фигуре А разделятся на три класса: на внут- 
[ ренние, внешние и граничные. Сумму всех 
р граничных площадок обозначим через При 
Р этом граничной площадкой мы бу¬ 
дем называть всякую площадку, 
[Которая имеет хотя бы только 
|М0ДНу точку, общую с контуром, 
у; Обозначим через X наибольший из всех 



размеров элементарных площадок и вообра- 
* Зим следующий процесс: разделив всю плоскость по какому-нибудь 


Закону на элементарные площадки и вычислив сумму всех граничных пло- 
> Щадок, мы после этого снова делим всю плоскость по какому-нибудь 
\ Закону на элементарные площадки и вычисляем сумму граничных шіо- 
г Щадок для этого нового деления и так продолжаем неограниченно, пере- 
Iфдя последовательно от одного деления плоскости к следующему за ним 
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делению и вычисляя для каждого деления сумму всех граничных пло¬ 
щадок. Легко убедиться, что справедлива 

Лемма. Если переход от одного деления плоскости на элемен¬ 
тарные площадки к следующему делению совершается по такому 
закону, что наибольший размер площадок бесконечно умаляется, 
то в таком случае сумма всех граничных площадок тоже бесконечно 
умаляется. 

Действительно, пусть при каком-нибудь делении наибольший размер 
всех элементарных площадок меньше или равен X. Вообразим кружок 
О радиуса X с центром в какой-нибудь точке контура С и мысленно 
заставим центр этого кружка описать весь контур С. Тогда очевидно, 
что все точки кружка опишут на плоскости некоторую полосу Ь*). Гео¬ 
метрически очевидно, что если X 
бесконечно умаляется, то площадь 
полосы і тоже бесконечно ума¬ 
ляется. Но ясно также, что всякая 
граничная площадка лежит внутри 
полоски і. В самом деле, если К— 
точка, общая какой-нибудь гра¬ 
ничной площадке и контуру, то, 
когда центр кружка попадет в эту 
точку, площадка будет внутри 
кружка, потому что размер ее 
меньше радиуса кружка. Следова¬ 
тельно, сумма всех граничных пло¬ 
щадок меньше площади бесконечно 
умаляющейся полосы і, а потому 
1іга^ г =0. 

Лемма доказана. Ее можно об¬ 
общить следующим образом: обоз¬ 
начим через $ ту сумму, которую 
получим, если будем брать от ка¬ 
ждой граничной площадки только 
некоторую, все равно какую, часть ее. Очевидно, что & а потому 

не только сумма всех граничных площадок, но также и сумма лю¬ 
бых произвольно взятых частей этих площадок в пределе равна нулю. 

Пусть теперь $ — сумма всех внутренних элементарных площадок. 
Через 5 обозначим сумму как всех внутренних, так и всех граничных 
площадок. Следовательно, 

« 5 ==*-+-*'. 

Пусть, наконец, А — площадь фигуры, ограниченной контуром С. 
Геометрически очевидны неравенства: 

А — 5 < & 8 - А < 



Черт. 126. 


и так как & в пределе равно нулю, то 

Ііт$ = Л, Ііт 8-~А, 

а отсюда следует 

*) Если представить себе, что кружок сделан из картона и что сторона его, 
приложенная к чертежу, покрыта чернилами, то след чернил даст как раз по¬ 
лосу I. 
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Теорема . Всякую площадь, Ограниченную замкнутым контуром, 
можно рассматривать как предел суммы внутренних элементарных 
площадок, а также как предел суммы всех внутренних и граничных 
элементарных площадок. 

Переход от одного деления плоскости на элементарные площадки 
К следующему делению по такому закону, чтобы размеры площадок 
бесконечно умалялись, для теории двойных интегралов является основным. 
Как сам переход, так и формы площадок могут мыслиться подчиненными 
самым разнообразным законам. Наиболее простой переход от одного 
деления к следующему заключается в том, что мы к имеющимся уже 
линиям прибавляем новые, увеличивая число их так, чтобы наибольший 
Из диаметров площадок бесконечно умалялся. . 

Элементарные площадки всегда Появляются как вспомогательные вели¬ 
чины, назначение которых в окончательных формулах беско- 
і$ечно умаляться. Поэтому вместо того, чтобы говЬрить, что если лло- 
ідадки бесконечно умаляются, то сумма граничных площадок тоже 
бесконечно умаляется, обыкновенно говорят: 

Сѵ сумма бесконечно малых граничных площадок бесконечно мала. 

'* Здесь, как и всегда, прилагательное „бесконечно малая 1 * указывает 
столько на малость площадок, сколько на роль их в доказательствах. 


} 4 § 156. Объемы цилиндра и конуса. 

Как известно, цилиндрическая поверхность получается так: вообра¬ 
жаем, что прямая, называемая образующей, перемещаясь в пространстве 
Параллельно самой себе, в то же ^ | 

ремя постоянно проходит через 2 _' 

акую-нибудь точку данной кривой. —' ч. 

^пед этой прямой в пространстве и /\ Л Л 

(ает цилиндрическую поверхность. Г ^ 

г Следовательно, 44 —^ 

цилиндрическая поверхность і 

сгь геометрическое место па- і 

рллельных между собой пря- 1 н 

піх, проходящих через все ! 

Мічки данной кривой. і 1 

| Если данная кривая принадле- і | 

&ит к классу замкнутых кривых, Ѳу \ | ^ ^ 

р мы будем иметь замкнутую ци- | * 

Индрическую поверхность. / 1 ^ 

I Пусть имеем некоторую замк- Уу/7У \Р^ / 
ю цилиндрическую поверх- 
=> (черт. 127). Пересечем ее * ^ 

я плоскостями, параллельными Черт. 127. 

[у собой и перпендикуляр- 

і к образующей. Мы получим тело, ограниченное с боков цилиндри- 
>й поверхностью и, кроме того, двумя плоскостями. Это будет пря- 
цилиндр. Части плоскостей, ограничивающих прямой цилиндр, на- 
ются его основаниями. Очевидно* что эти плоскости пересекают ли¬ 
рическую поверхность по двум совершенно тожественным кривым, 
іа образующей между основаниями называется высотой цилиндра. 

урс математического анализа, ч. Ш. ^ 3^5 




Пусть С — контур, ограничивающий нижнее основание цилиндра. 
Обозначим’через Л площадь основания, через Я —высоту цилиндра, 
через ѵ — его объем. Разделим площадь основания на элементарные 
площадки, проведя две системы прямых так, чтобы прямые каждой си- 4 
стемы были параллельны между собой и перпендикулярны к прямым дру¬ 
гой системы. Этими двумя системами прямых вся плоскость основания 
разделится на элементарные прямоугольники. Часть из них будет лежать 
внутри контура С. Их площади обозначим через р ѵ р 2 , р 3 > ... Другая 
часть даст нам граничные прямоугольники. Площади их обозначим через 
Чѵ 4%г Чѵ • ‘ • Пусть, наконец, как и раньше, 5 — сумма площадей всех 
внутренних прямоугольников, а 5— сумма всех внутренних и всех гра¬ 
ничных прямоугольников. Если мы вообразим, что число элементарных 
прямоугольников бесконечно возрастает так, что размеры их в то же 
время бесконечно умаляются, то, как мы видели, 

* Ііт$ = 1іш 3~А. (1) 

Возьмем какую-нибудь элементарную площадку р ч и построим на ней 
призму, верхнее основание которой совпадает с верх¬ 
ним основанием -цилиндра. Будем называть эту призму элемен¬ 
тарной призмой. Объем ее, очевидно, равен р 

Воображаем, что подобные элементарные призмй костроены на всякой 
элементарной площадке, как на внутренней, так и на граничной. Сумма 
объемов всех внутренних элементарных призм, очевидно, равна: 

Р\^Л'Л' • • • 

и ясно, что эта сумма меньше объема цилиндра. 

Сумма же объемов всех внутренних элементарных призм и всех 
граничных равна: 

Рі н-\-р 2 н+р 3 н-{- . . .+ ь н-\- Чі н+ Чі н- ь . .=Н5, 

и очевидно, что эта сумма больше объема цилиндра. Таким образом 
мы имеем неравенства: 

Н$<ѵ<Н8. 

Пусть число элементарных площадок бесконечно возрастает так, что 
размеры их бесконечно умаляются. Из (1) имеем: 

Н Ііш 5 ^ ѵ ^ //Ііт 5, 

т. е. 

НА^ѵ^НА, 

а потому 

ѵ = АН. 

Теорема . Объем цилйндра, образующие которого перпендику 
лярны к основанию его, равен произведению площади основания 
на высоту. 

Подобным же образом можно вычислить и объем конуса, высота которой» 
пусть будет тоже //, площадь основания — А объем — ѵ. 

Теорема . Объем конуса равен одной трети произведения площади 
основания на высоту. 

Чтобы доказать это, оставляем прежнее деление на элементарные пло- 
щадки и прежние обозначения. На каждой из элементарных площадок, іь» 
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которые разбито основание конуса, строим пирамиду с вершиной в К. Сумма 
объемов всех внутренних пирамид равна 

3 -1Я Л + Нр, + Ир , +... | На, 

а сумма объемов всех внутренних и граничных пирамид равна 

3 - { Яр, + Яр, + Яр, + . ..+№/, + Н Чш + Нд у +...) = з Я5, 


М так как очевидно, что 

У ~Нз<ѵ<±Н8, 

Г* 

то переход к пределу дает 


Г. 


3 НА^ѵ^ у НА, 


І 1 


куда следует, что 



Черт. 128. 


§ 157. Цилиндроид. 


и. Предположим, что в пространстве установлена 
Ь'ема декартовых осей координат, и пусть дана 
ростъ 5, относительно которой предположим, что 

расположена 


прямоугольная си- 
некоторая поверх- 
она всеми точками 
над плоскостью XV 
и что каждой прямой, параллель¬ 
ной оси 2., она пересекается только 
в одной точке. Тогда уравнение 
этой поверхности может быть пред¬ 
ставлено в форме: 

г —/(•*> У)' 

где /(*, у) — непрерывная функ¬ 
ция двух переменных (черт. 129). 

На плоскости XV проводим 
некоторый замкнутый контур С, 
на котором строим цилиндриче¬ 
скую поверхность с образующими, 
параллельными оси 2. Эта поверх¬ 
ность пересечет данную поверх¬ 
ность 5 по некоторой замкнутой 
кривой, которую обозначим через 
Пусть — та часть поверхности 5, которая ограничена контуром С . 
Мы теперь имеем тело, которое с боков ограничено цилиндрической 
ерхностью, снизу плоскостью ХУ, сверху же частью данной по- 
ерхности 5. Тела подобной формы мы будем называть цилиндроидами, 
частном случае некоторые образующие и даже все могут быть равны 
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Черт. 129. 






нулю. Так, например, полушар мы можем рассматривать как цилиндроид 
без боковой поверхности. 

Чтобы вычислить объем цилиндроида, поступим следующим образом: 
обозначая через А площадь, ограниченную на плоскости ХУ контуром 
С, делим ее на элементарные площадки р ѵ р а , р 3> ... произвольной 
формы. Возьмем из них какую : нибудь площадку р к . На контуре ее по¬ 
строим цилиндрическую поверхность. То тело, которое с боков ограни¬ 
чено этой поверхностью, снизу — площадкой р к , сверху же — частью по¬ 
верхности 3, мы назовем элементарным цилиндроидом и объем его обозна¬ 
чим через и к . Воображаем, что на каждой элементарной площадке по¬ 
строен соответствующий ей элементарный цилиндроид. Очевидно, что 
если V — объем данного цилиндроида, то 

Ц] 4" ц а 4” °з Ч" • • •» 

или короче, ^_у * 

* ~ ‘2і и к‘ 

Если бы мы могли вычислить объем каждого элементарного цилинд¬ 
роида, то мы могли бы вычислить и объем данного цилиндроида. Но при 
вычислении объема элементарного цилиндроида мы встречаемся с теми 
же трудностями, как и при вычислении объема данного цилиндроида. Легко, 
однако, видеть, что вместо объема элементарного цилиндроида мы можем 
взять объем так называемого элементарного цилиндра, который мы по¬ 
лучим следующим образом. 

Внутри площадки р к возьмем произвольно точку $ к с координатами 
5* и ») А . Восставим в ней перпендикуляр, который пусть пересечет по¬ 
верхность в точке з' к . Апликату *) этой точки обозначим через г к . Если 
мы теперь через точку $ к проведем плоскость, параллельную плоскости 
ХУ, то мы получим цилиндр, который снизу ограничен площадкой р к , 
сверху — плоскостью, проведенной через точку $ к , с боков же — цилинд¬ 
рической поверхностью, построенной на контуре, ограничивающем пло¬ 
щадку р к . Объем этого цилиндра мы обозначим через ѵ к и будем его 
называть элементарным цилиндром общего типа. Высотой 
его служит апликата какой-нибудь точки -* к той части поверхности 5, 
которая лежит над площадкой р к . Если мы будем брать различные точки 
в к , то будем получать различные элементарные цилиндры. 

Но среди различных точек 5 к , лежащих на поверхности над 
площадкой р к , есть точка, апликата которой меньше всех остальных, 
и есть точка, апликата которой больше всех остальных. Обозначим че¬ 
рез 2 ^ наименьшую, через г к — наибольшую из этих апликат и построим 
два элементарных цилиндра, общим основанием которых служит пло¬ 
щадка р к , а высотами — соответственно апликаты г' к и г к . Объемы этих 
цилиндров обозначим через ѵ ' к и ѵ к ; первый цилиндр будем называть 
внутренним элементарным цилиндром, а второй — выступающим 
Тот и другой, очевидно, есть частный случай элементарного цилиндр я 
общего типа. Геометрически очевидны неравенства: 

К< ѵ *< ѵ 1> ѵ *< и *< ѵ 1- ( 1 ) 

*) Если х, Уі г — координаты точки М, то х — абсцисса, .у — ордината. 
2 — апликата. 
япа 



Докажем, что если число элементарных площадок бесконечно возра¬ 
стает так, что размеры их бесконечно умаляются, то ѵ' к , ѵ ", ѵ к , и к экви¬ 
валентны между собой. В самом деле, 


Имеем: 


_ Г м 1 п — п 

Ѵ Ь Рь г к' Ѵ к Рк г к’ 





V . Так как ясно, что разность г* — г' к в пределе равна нулю, то 


у ' 


/ 

>■ ’ 




$ потому 

Из (1) следует, что 


Ига—2= 1, 


ѵ^ѵ к . 


и * = Ѵ Н' Ѵ к = Ѵ *' 


•$ так как две величины, эквивалентные третьей, эквивалентны между со¬ 
евой, то и к эквивалентно ѵ к . 

Итак, мы доказали следующее: 

. Объем элементарного цилиндроида эквивалентен объему элемен- 
тарного цилиндра. 

^ Но если V — объем данного цилиндроида, то равенство 

(■ Ѵ=ЪЧ ( 2 ) 

г;. 

существует при всяком делении площади А на элементарные площадки, 
я потому если число элементарных площадок бесконечно возрастает так, 
0о размеры их бесконечно умаляются, то равенство (2) будет иметь 
фесто и в пределе: 

Г К=Ііга2«*. 


Но теперь в правой части, согласно второму принципу, всякое сла¬ 
гаемое а к можем заменить эквивалентной ему величиной ѵ к , а потому 

І мы имеем теорему: 

Объем цилиндроида равен пределу суммы объемов элементар¬ 
ных цилиндров. 

г Посмотрим теперь, как эта теорема выразится в аналитической форме. 
I- Объем элементарного цилиндра, построенного на площадке равен 
I рц2 к , где г к — апликата точки Если абсциссу и ординату этой точки 

Обозначим через и то 

г 2Г л == /(^» ^ 

ТАе и 7 | д мы можем рассматривать как абсциссу и ординату точки $ А , 
вантой нами произвольно на площадке р к * 

' Э0Э 



Таким образом, объем элементарного цилиндра, построенного на пло¬ 
щадке равен произведению /(6 Л , а потому, если через а мы 

обозначим сумму всех элементарных объемов, то 

«=2Л6*. ъ)Рл’ 

и мы можем высказать следующее положение: 

" Чтобы вычислить объем цилиндроида, ограниченного сверху по¬ 
верхностью 5, уравнение которой 

г=/(х, у), 

надо разделить основание цилиндроида на элементарные площадки 
и взять сумму всех тех произведений, которые получим, умножая 
площадь р к каждой площадки назначение функции /((;*, г^)в ка¬ 
кой-нибудь точке 5», лежащей на этой площадке. Предел получен¬ 
ной таким образом суммы 

г *)Рь 

равен объему цилиндроида. 

Итак, для вычисления объемов надо уметь находить пределы сумм 
типа о; пределы подобных сумм и называются двойными интегралами. 
Самую сумму о назовем интегральной суммой. 

§ 158. Двойной интеграл. 

Понятие о двойном интеграле мы вводим с помощью следующей і 
определения: 

Предполагаем, что на плоскости выбрана прямоугольная си 
стема декартовых осей координат, и пусть /( х , у) — некоторая дан¬ 
ная функция двух переменных, непрерывная во всех точках неко¬ 
торой площади А , ограниченной одним или несколькими кон¬ 
турами (на чертеже 130 тремя: внешним С и Внутренними С, 
и С,). 

Площадь А разбиваем на элементарные площадки р ѵ р г , р 3 ,.. 
Внутри каждой площадки р к берем произвольно какую-нибудь 
точку с координатами 5» и т] А , и значение данной функции в этой 
точке помножаем на величину площадки р к . Получаем произведение 

/(5*. г \к)Рк- 

Составляем подобные произведения для каждой элементарной пло¬ 
щадки и берем сумму их всех. Пусть 

Предел суммы д в предположении, что число элементарных пло 
щадок бесконечно возрастает так, что размеры их бесконечно ума¬ 
ляются, называется двойным интегралом, распространенным на пло¬ 
щадь А , или взятым по площади' А , и обозначается тик; 

$/(х,у) йе , 

л " • 
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Следовательно, по определению 

^7(-ѵ, У)4е = Ііш2/(5 4 , ч к )р к . 

Как мы видим, сначала пишут два знака интеграла *), затем пишут 
произведение данной функции /(х , у) на символ йе. Этот символ дол¬ 
жен обозначать площадь произвольно взятой элементарной площадки. 
Вместо него можно написать и всякий иной сим¬ 
вол, приписав ему тот же смысл. Можно, на- 
пример, написать и так: ІУ/ 

[?/(*> у)- я- 


Внизу знаков двух интегралов иногда при¬ 
писывают символ, который должен указывать, ^ 
по какой площади берется двойной интеграл. Но < 
часто этого символа не пишут. 

Самое же общепринятое обозначение двой¬ 
ного интеграла такое: 


![/(*> у)Шу, 



Черт. 130. 


где вместо символа 4е стоит произведение двух диференциалов. Такое 
обозначение принято благодаря следующим соображениям: 

Для построения суммы а мы можем делить данную площадь А на 
элементарные площадки какой угодно формы. Очевидно, что одно из 
простейших делений будет то деление, которое мы получим, если про¬ 
ведем две системы прямых, соответственно параллельных осям координат. 
Тогда каждая элементарная площадка будет иметь форму прямоугольника. 

Пусть прямые, перпендикулярные к 
оси X , пересекают ее в точках (черт. 131): 

*0. • • • »• • • » 1* 

Прямые же, перпендикулярные к оси 
Г К, пусть пересекают ее в точках 

. Л-гЛ- 

т- Как всегда, полагаем 

I IIII | 11 ІИ || |т " Д*А=** + 1-**.. 4 Уа=л+і-л- 

О' х» *»., . X Ту часть плоскости, которая заклю- 

Черт. 131. чена между прямыми, перпендикуляр¬ 

ными к оси X в точках х к и х м , ус¬ 
ловимся называть вертикальной полоской ( х к , лг А+1 ). Часть же плоскости, 
заключенную между прямыми, перпендикулярными к оси У в точках у п 
и я у л+1 , будем называть горизонтальной полоской (у н , _у А+] ). Обозначим 
через р кІг площадь того элементарного прямоугольника, который лежит на 
пересече’нии вертикальной полоски (х к , х ккі ) и горизонтальной (у /( , _у* +1 ). 


І 1 ИЧІИЧ 

\ШШГАЦ!А\ 

■МН2ИІ 

■ІШЯІ 

ПІ»ШІ 

пііЯіяі 


*) Почему^два, выяснится ниже. 
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Внутри него выберем точку, координаты которой пусть будут и г^ л . 
При таких обозначениях сумма а примет следующий вид: 

4*0а*. 

причем в правой части мы берем площадь всего элементарного прямо¬ 
угольника, если он внутренний, и только часть его, если он граничный. 

Докажем теперь, что при составлении суммы о мы по желанию мо¬ 
жем брать или отбрасывать те слагаемые, которые относятся к гранич¬ 
ным прямоугольникам. 

Для этого все слагаемые суммы а разделим на двё группы: 

5 = г ікн^Ркн~т Чаа)Рал- (1) 

внутр. гран. 

В первую группу мы собираем слагаемые, относящиеся. к внутренним 
элементарным прямоугольникам, во вторую же — слагаемые, относящиеся 
к граничным прямоугольникам. Пусть о'— эта последняя сумма: 

гран. 

причем не надо забывать, что в каждом слагаемом этой суммы под сим¬ 
волом р кк надо разуметь только ту часть площади граничного прямо¬ 
угольника, которая в то же время принадлежит и данной площади А. 

Легко было бы доказать, что в пределе сумма <з г равна нулю, Нр мы 
докажем более общую лемму. Пусть 

в " == 2/(^№» (3) 

і грая. 


где слагаемые суммы составлены следующим образом: от всякого 
граничного прямоугольника р кН мы берем совершенно произвольно не¬ 
которую часть его, площадь которой обозначим через Эту величину 
Ч*н мы умножим на значение функции в какой-нибудь точке граничного 
прямоугольника р ЛЛ , конечно, в такой точке, которая в то же время при¬ 
надлежит и данной площади А. Получим произведение /(5 ЛА , 

Сумма всех таких произведений, составленных для каждого граничного 
прямоугольника, и есть сумма о*. 

Пусть теперь М — наибольшее значение абсолютной величины дан¬ 
ной функции на всей площади А. Следовательно, всегда 

1 /( 5 **. 4 ») \ШМ. ( 4 ) 

Так как абсолютная величина суммы равна или меньше суммы абсо? 
лютных величин слагаемых, то из (3) имеем: 

/(5*л» Ча*) I Яки- 


Принимая во внимание неравенство (4), получаем неравенство: 


или 


і«Ч^2а*. 

Іо"! 


(5) 

( 6 ) 


где ^ — сумма площадей некоторых частей граничных прямоугольников. 
Мы знаем, что сумма площадей всех граничных прямоугольников в пре¬ 
деле равна нулю, а потому 

Ига о* = 0. 
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Очевидно, что сумма о' есть частный случай суммы о". Следовательно. 

1іто' = 0. 4 (7) 

Возвратимся теперь к равенству (1), которое перепишем в такой 
форме: 

внутр. 

Благодаря (7), мы видим, что 

К Пх,у)4е = Ню (8 

А внутр. 

Следовательно, при вычислении предела суммы з мы можем не при¬ 
нимать во внимание граничных элементарных прямоугольников. 

Но так как предел суммы, а" тоже равен нулю, то ясно, что вместо 
равенства (8) мы можем написать также равенство: 

55 /(*> у )= 11т { Ч **)Рьн 4- 2Чм) } • 

'А внутр. Граи, 

Получается 

Теорема . При вычислении двойного интеграла как предела суммы 
мы можем при составлении суммы или совсем пренебрегать гранич¬ 
ными элементарными прямоугольниками, или можем вместо каждого 
брать произвольную часть его. . 

' Заметив это, при составлении суммы о примем во внимание только 
внутренние прямоугольники. Имеем: 

ІТ /(•*•• У) йе — Нт^/(Е, Й> Чек) Рм- 

А внутр. 

Но геометрически ясно, что площадь прямоугольника определится 
по следующей формуле: 

Ла=(**+, “ **) (УА*і-Уд = Ьх*&У» 

а потому 

\ \ /(*> У) *«=Ни 2/(5». Ч») Ьх» < 9 ) 

А внутр. 

До сих пор мы предполагали, что система прямых линий проведена 
Как угодно, под единственным условием, что прямые каждой системы 
параллельны соответствующей оси координат. Теперь мы предположим, 
что все прямые каждой системы находятся на равных расстояниях друг . 
от друга. В таком случае все разности 

Ддг 0 , • •. і Д*л-і 

равны между собой, и общую величину их мы можем обозначить одним 
и тем же символом Аис. 

Точно так же мы обозначим одним и тем же символом Д у общую 
величину теперь равных между собой разностей 

Дуо. Ьу ѵ Д Уѵ • • •» Д^т -1 
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Теперь равенство (9) перепишется в такой форме: 

55 /(■*. У) іс — \[т і) аА ) Д хЬу. 

А виутр. 

Если же мы вместо символов Длг, Д у как символов произвольных 
приращений напишем символы йх , йу, то получим: 

\5 А*. У) & = Нт г І*л ) йх А У- 

% внутр. 

Короче же это равенство можно переписать в такой форме: 

5^/(*« У) <іе — \\т ^/(х,у)(1х(1у, 

А 

что надо читать так: двойной интеграл есть предел суммы, 
слагаемые которой типа /( х , у) йх йу. Поэтому-то двойной 
интеграл и обозначают обыкновенно так: 

х,у)йхйу. 

А 



§ 159. Основные свойства двойных интегралов. 

Рассмотрим основные свойства двойных интегралов. Эти свойства 
вполне аналогичны свойствам обыкновенных интегралов. Приступая к 
доказательству их, мы предварительно условимся в следующих обозна¬ 
чениях. 

Мы предположим, что нам дана некоторая площадь А , ограниченная 
одним или несколькими контурами С, Ср" С а ,... Воображаем, что 
данная площадь разделена на элементарные площадки р ѵ р ѵ ... ^р к > . . . 
Внутри каждой площадки р к выбираем произвольно точку, координаты 
которой пусть будут 6*, V Тогда по определению 

55/(«»л^<у=іь 2/(^, і \ к )р„. си 

А 

Основные свойства двойного интеграла выражаются в следующих 
теоремах. 

1. Теорема . Если Л —площадь той части плоскости, по кото* 
рой берется двойной интеграл, то 

^Лхйу^Аш ( 2 ) 


В самом деле, положим, что в равенстве (1) функция /(лг, у) тожде¬ 
ственно равна единице. Имеем 


ЭДЛе йу = Ііт р к . 


Но на какие бы элементарные площадки ни была разделена пло 
щадь А , всегда 


а потому (2). 
314 


Мт ^р„ = А 



2. Теорема о среднем значении интеграла . Внутри площади 
интеграции всегда есть некоторая такая точка с координатами 5, т), 
что 

\ \/(х, у) йхАу =/($, 7 1 ) - Д. (4) 

А 

Обозначим через т и М наибольшее и наименьшее из всех тех зна¬ 
чений, которые данная функция /{х, у) может принимать на площади А. 
Следовательно, при всяком к 

а потому ‘ 

« 2 Рк ^ 2/&. ча Рь^ м Ед 


Переходя к пределу, получаем: 

тА ^ ^/(*, у) йхАу § МА . 

А 

Следовательно, мы можем написать равенство: 

§}(х,у)йх<1у = чА, (5) 

А 

где у — неизвестная нам величина, промежуточная между т и М. Но 
непрерывная функция принимает все значения, промежуточные между ее 
наименьшим и наибольшим значениями. Следовательно, должны быть 
такие 5 и 7], что 

?=/($. ч)- 


Вставляя это выражение для у в равенство (5), получаем теорему. 
Ей в теории обыкновенных интегралов соответствует теорема о среднем 
значении интеграла: 

Ь і 

\/(л ;)<**:=/($)(* —а). 

(і 

3. Теорема. Постоянный множитель можно выносить за знак 
двойного интеграла. 

СДх, у) Лхйу яв С^/(х, у) йхйу. (6) 

X Л 

I 

Чтобы умножить сумму на какую-нибуАь величину, надо помножить 
• на эту величину каждое слагаемое. Поэтому, если С —постоянная вели¬ 
чина, то 

2 Ч *)Рк = ^2 /^** Чаг) Рк • 


Переходя к пределу, получим равенство (6). * 

4. Теорема . Интеграл суммы равен сумме интегралов: 


№(■*. у) + <К*. >>)] ЛхЛу =^ ч(х, у) йхйу ± ^ <!>(*, у) йхйу. 


315 



В самом деле, всегда справедливо равенство: 


2 [?($*. т)*) ± Ф($*. ч*)] р к =2 <К* 4 , г і4)я*±2 <К&*. Чл) /ѵ 

Переходя к пределу, получим теорему. 

5. Теорема. Интеграл, взятый по всей площади, равен сумме 
интегралов по всем частям, на которые разбита данная площадь: 

ДОЯ* у) Охйу = ДО/(*. У) йхйу +ДОДг, у) йхйу + ДО Д*, у) йхйу. (7) 

/» + р4-* Р Я Я 


Вообразим, что данная площадь А разделена на некоторое число 
частей, например на три части: Р, ф и /?• 

^^ Делим всю площадь А на элементарные площадки и 

7\ составляем сумму 

иі Ч ' °=Еж, ч,)р.. 


л, [ и у где индекс А показывает, что надо взять слагаемые, 
относящиеся ко всем элементарным площадкам. Мы те- 
Черт. 132, перь разделим слагаемые суммы а на три группы. В 
одну группу отнесем те слагаемые, в которые входят 
все элементарные площадки, принадлежащие части плоскости Р. Другую 
группу дадут слагаемые, соответствующие площадкам части плоскости ф. 
Наконец, слагаемые, составленные с помощью площадок части плоскости /?, 
нам дадут третью группу. Полученные суммы мы можем обозначить так: 


%/$» ч к )рк’ ч*)л. 

р х Я К 

Очевидно, что справедливо равенство: 

Ц/(^> Пк)Рк = ^/^к’ Ч*)Р* + 2^ 6 *' ^Рь + ^Шь-^Р*- 

А Р <} я 


Переходя к пределу, получим равенство (7), и теорема доказана. Она 
аналогична следующей теореме в теории обыкновенных интегралов: 

дед 

\ /(х) йх =\ /(х) их 4- \/{х) их. 

а а с 


§ 160. Обобщенные двойные интегралы. 

Мы пока предполагали, что функция, от которой берется двойной 
интеграл, непрерывна во всех точках области интеграции, которую в 
свою очередь предполагали расположенной в конечной части плоскости. 
Но можно расширить понятие двойного интеграла и на случай, когда 
или функция прерывна а некоторых точках области интеграции или сама 
область интеграции бесконечна. Получаемые при этом интегралы назо¬ 
вем обобщенными. 

Рассмотрим сначала интегралы от прерывных функций. 

316 



Функция двух переменных может быть непрерывна или в отдельных 
точках или на целых линиях. Так, например, функция 

1 

х 2 + у 2 

имеет только одну точку прерывности в начале координат, где она 
обращается в бесконечность. Но функция 

1 

X * — Я 2 

прерывна уже на всей окружности 

х ъ -}-у 2 = а 2 . ] 

Предположим же (черт. 133), что данная функция /(, х , у) прерывна 
на площади А , ограниченной контуром С, во- 
первых, в точках М л > М 2 , М 8 , ... и, во-вторых, 
на линиях 1*2, І 3 , ... Окружим каждую из 
точек М л , М 2 , М В у ... достаточно малыми кон¬ 
турами Ѣ ѵ /) а , О ѣ у ... произвольной формы. 

Пусть а ѵ и 21 и 3 , ... — площади, ограниченные 
этими контурами. 

Каждую из кривых 1^, І 2 ,1 3 , ... заключим 
в достаточно близкие к ним замкнутые контуры 

(} ѵ Оі’ < 2 з> • • •; П У СТЬ Ѵ 1> ѵ 2> ѵ з> • • • " ПЛ0 ‘ 
щади, ограниченные этими контурами. Обо¬ 
значим через А площадь, ограниченную снаружи Черт. 133 . 

контуром С, а изнутри контурами О ѵ /) 2 , 

... , (} ѵ Я 2 , (2 8 і • • • Следовательно, 

А'=А —• •)— (^і +^2+^3+* • •) 

На площади А данная функция уже непре 
рывна. Возьмем от нее интеграл: 

у)йхйу 

по площади А. 

Если контуры О ѵ О ѵ ..., <2 Ѵ 0 2 , <? 8 ,... Черт> 134 * 

будем изменять так, чтобы площади и ѵ и і9 

и в , ... , ѵ і* ѵ д , ѵ ѵ ... бесконечно умалялись, то предел интеграла Я, 
если этот предел существует и конечен, называется обобщенным инте¬ 
гралом по площади А. Следовательно, по определению 

^ /О *,У) йх йу ==Ніп Ц /(** У)4х<1У- 

Чтобы получить обобщенный интеграл, распространенный на пло¬ 
щадь А (черт. 134), простирающуюся в некоторых направлениях в бес¬ 
конечность, поступают так: проводят произвольно одну или несколько 
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линий і так, чтобы они ограничивали некоторую конечную часть <4 Г 
площади А. Берут интеграл 

н—\^/(х,у) ах ау 

и ищут его предел, предполагая, что вспомогательные линии I отодви¬ 
гаются в бесконечность так, что постепенно все точки площади А при¬ 
соединяются к площади А 1 . Если этот предел существует и конечен, то 
его принимают за интеграл от функции по площади А. * 

. § 161. Объем цилиндроида- 

Прежде чем перейти к решению задачи о вычислении двойного ин¬ 
теграла, рассмотрим некоторые его приложения. 

сверху поверхностью г с=/(х, у), то, 
разбив площадь его основания 
на элементарные площадки р к и 
умножив каждую площадку на ап- 
ликату какой-нибудь точки, рас¬ 
положенной над площадкой р к , мы 
видели, что для объема цилинд¬ 
роида имеет место равенство 

V = Нт 2 2р — Нт 2 /(*, у) р. 

Но правая часть по опреде- 
_ г . лению есть двойной интеграл, а 
-Ѵѵ потому 

объем цилиндроида, ограни¬ 
ченного поверхно стью г=/{х,у), 
определяется двойным интегра¬ 
лом: 

V = г йхйу, 

распространенным по площади основания цилиндроида. 

Следовательно, вычисление объема цилиндроида сводится к вычисле¬ 
нию двойного интеграла. 

§ 162. Масса и центр тяжести материальной плоской фигуры. 

Под материальной поверхностью разумеют тело настолько малой тол¬ 
щины, что практически его можно рассматривать как поверхность. При¬ 
мером такого тела может служить всякое тело, называе¬ 
мое в общежитии листом. 

Пусть А — материальная плоская фигура и р — точка 
па ней (черт. 136). Всякую площадь ограниченную кон¬ 
туром Д если точка р лежит внутри контура О, назовем 
площадью около точки р. Как известно, 

средней плотностью массы, заключенной в дан¬ 
ной площади, называется отношение массы всего 
вещества, заключенного в данной площади, к самой 
площади. 
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Если цилиндроид ограничен 

2 \ 



Черт. 135. 




Поэтому если т — масса всего вещества, заключенного в площадке Ц, 
достроенной около точки р, то средняя плотность массы этой площадки 
равна 

—. ( 1 ) 

Я 

Вообразим теперь, что контур О меняется по какому-нибудь закону 
так, что размер площадки у бесконечно умаляется, а сам контур О в 
пределе стягивается в точку р. Это мы будем, например, иметь, если 
предположим, что контор О есть окружность с центром ври что ра¬ 
диус этой окружности бесконечно умаляется. 

С изменением площадки ^ средняя плотность ее тоже меняется. 

Предел, к которому стремится средняя плотность массы, заклю¬ 
ченной в бесконечно умиляющейся площадке, построенной около 
точки р, называется истинной плотностью массы в точке р • 

Если эту плотность в точке р обозначим через р, то согласно опре¬ 
делению имеем: 

р = Ііш —— . (2) 

д — >0 Я 


В зависимости от того, какой формы контур О и по какому за- 


4 , т 

кону размер его бесконечно умаляется, отношение — может 


меняться 


весьма разнообразно. Но предполагается, что предел этого отношения 
совершенно не зависит ни от формы площадки ц, ни от закона, по ко¬ 
торому она бесконечно умаляется. 

Пусть до перехода к пределу 


*=р + е. О) 

Я 


Как разность между переменной величиной 

чина е бесконечно умаляется одновременно с 
площадки д. Из (3) имеем: 

- т = рд-{-ед. 


— и ее пределом вели- 

я 

бесконечным умалением 

(4) 


В первом слагаемом умаляется только д. Относительно д это слагае¬ 
мое первого порядка, второе же слагаемое- высшего порядка. Следова¬ 
тельно, рд есть главная часть' в разложении массы т, а потому 

* т рд. 


К 'этому заключению можнст притти и так. Из (4) имеем: 


~= 1 +-' 
Р Я Р 


Но Нт е = 0, а потому 


т 

І1ГП -= 1. 

Р я 


т. е. имеем равенство (5). Получается 

і 
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Теорема . Масса т, заключенная в бесконечно малой площадке д 9 
эквивалентна произведению площадки на плотность массы в лю¬ 
бой точке этой площадки: 

Опираясь на этот результат, уже нетрудно решить следующую за¬ 
дачу: дана материальная площадь А; зная плотность р массы в каждой 
точке этой площади, вычислить массу всей площади А. 

Плотность р з точке р , очевидно, есть функция координат точ¬ 
ки р. Пусть 

Р =/(*..У) 

Так как мы предполагаем, что плотность в каждой точке известна, 
го мы должны считать функцию /(х,у) тоже данной, известной нам 

функцией. 

Обозначим через М массу всей 
площади Д. Чтобы вычислить ее, 
поступим так. 

Разбиваем всю площадь на 
бесконечно малые элементарные 
площадки 

Яѵ Яѵ Я$> • • •» Я& • • ■ • 

Массу, заключенную в пло- 
Черт. 137. щадке,*^, обозначим через т к . 

Очевидно, что вся масса М 
равна сумме всех масс т ѵ т 2 , м ѣ , ... , заключенных в элементарных 
площадках ц ѵ . . : 

ЛТ=2 т *- (6) 

В каждой площадке д к возьмем произвольно точку с координатами 

ц к и обозначим через р к плотность в этой точке: 

Р* =/(**• Ч*)- 

Когда площадка ц к будет бесконечно умаляться, то равенство (6 
будет сохраняться н в пределе, а потому 

М=итУ\т к . 

Но 



а потому по второму принципу 

М — Ит 2 р к ч к = Нш 11*) Ч к — 

= Г[ /(*,.у) йхйу = ^ ріхйу. 

А * 

Получаем теорему: 

Масса, заключенная в площади А , определяется по формуле: 


М= р Ах йу, 

А 

где р — плотность в точке. 
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Видим, что вычисление всей массы, заключенной в плоской фигуре, 
приводится к вычислению двойного интеграла. 

Перейдем теперь к определению центра тяжести плоской фигуры. 
Пусть попрежнему имеем некоторую материальную площадь А массы 
М, ограниченную контуром С. Поставим задачу: найти координаты 
центра тяжести этой площади А , зная плотность массы 

•?=/(*. у) 

в каждой точке площади. 

Чтобы определить его, мы случай массы, распределенной непрерывно, 
сводим на случай изолированных точек. 

Разделив площадь А на бесконечно малые площадки Я-\»Я*>Яъ> • • • 
произвольной формы, попрежнему обозначим через т к массу площадки ц к% 
внутри которой, тоже совершенно произвольно, возьмем какую-нибудь 
точку (х к ,у^. После этого вообразим, что в этой точке сосредоточена 
масса всей площадки и будем вместо площади А, по которой масса 
распределена непрерывно, рассматривать систему уже изолированных ма¬ 
териальных точек: 

т ѵ т 2 , т ѵ т п , 

координаты которых 


(Х ѵ у,), (х г ,у ѵ ), .... ( х п ,у я ). 


Тогда координаты 
по формулам 


центра тяжести этой системы точек определятся 




к 


м 


Ус = 


__ Т, т кУк 


м 


(7) 


Если теперь вообразим, что число элементарных площадок бесконечно 
возрастает, то тот предел, к которому будут стремиться х е и у с , примем 
за координаты центра тяжести материальной площади А. Следовательно, 
если эти координаты обозначим через $ и ц, то по определению будем 
иметь: 

Е = Шпл^, 7 ) = Ііш у с , 

т. е. 

Нш %т к х к 11т 

М ' 4 М * 1 ' 


Но если вф площадки Я Ѵ Я 2 >Я& ... бесконечно умаляются и если 
— плотность в точке (х к> у^), лежащей на площадке ц к , то 

Щ^?кЧ к =/(х к ,уДч к , 

а потому из (8) 

МІ = Нш 2 /(*а»Л) х к Як =Д7(*. У) X ах йу, 

Мт ( -= Нш $]/(**. У к )У к Як—Ц /(*■ У')У йх а У> 

А 


или короче 

Ж = \§хр4х4у, Щ~§ур4хйу. 


(9) 


21 Ку^с математического анализа, ч. III. 


321 



Мы видим, что 5 и і| не зависят от того, как мы делим площадь на 
элементарные площадки и по какому закону их умаляем. 

Формулы. (9) дают теорему: 

Координаты т) центра тяжести и масса М материальной пло¬ 
щадки определяются по формулам: 

М=\^$йхйу, М1я=^\храх4у, Мт^^урйхйу, ( 10 ) 

А А А 

где р — плотность и где интегралы распространены на всю площадь. 

Если р=1, то ясно, что 

М = А. 


Центр тяжести материальной площадки А , покрытой равномерной 
массой, плотность которой везде равна единице, называется центром 

тяжести геометрической площади А. По¬ 
этому, полагая в (10) р = 1, заключаем, что 

координаты 5, т± центра тяжести гео¬ 
метрической площади А определяются 
по формулам: 



х ах ау % у ах ау. 


Практически формулы (10) можно вывести 
X быстро, рассуждая так. Мысленно делим всю 
Черт. 13В. площадь А прямыми, параллельными осям, на 

бесконечно малые прямоугольники. Вообра¬ 
жаем один из них с вершиной в точке (х, у) и со сторонами іх и йу. 
Площадь его — йхйу\ масса его эквивалентна р йхДу. Рассматривая 
каждый такой прямоугольник как материальную точку с координатами х У 
у и массой р^лггіу, заключаем, что координаты центра тяжести их равны 

^храхсіу ^У? ах йу 

м ■ м 


Заменяя знак 2 знаком интеграла, получим (10). 


§ 163. Заключение. 

1. Предел суммы граничных площадок замкнутого контура равен 
нулю. 

Площадь, ограниченная замкнутым контуром, равна пределу суммы 
всех внутренних элементарных площадок. 

2. Объем элементарного цилиндроида эквивалентен объему элемен¬ 
тарного цилиндра. 

Объем цилиндроида равен пределу суммы объемов элементарных 
цилиндров. 

3. Двойным интегралом от функции /(х,у) двух^аргументов, рас¬ 
пространенным на площадь А, называется^ предел суммы і 

Ц/(^. П»)Р»’ 
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слагаемые которой получаются от умножения каждой элементарной 
площадки р к на значение функции в произвольно взятой точке этой 
площадки: 


Я /{х,у)йе=\\т Ѵ/($ А , п„)р к . 

А 

4. При вычислении интеграла граничными площадками можно пре¬ 
небрегать. 

5. Основные свойства двойного интеграла выражаются равенст¬ 
вами: 

^ \\^йхйу=А\ 

А 

2) 

Я К/(х, у) йхйу=к\\ /(х, у) йх йу '> 
а 'А 

3) 

Я { * ( х > у) ± ФО> У) } йх йу = Я <р (х, у) ах йу ± Я'К** У) а - х й У > 


Я/(-. У)йхйу = ^/(*, у)йхйу±\\/(х, у)йхйу\ 
Р+Я "р Я 

^\/{х, у)йхйу=/($, 10 А, 


где Г] — некоторая точка внутри площади. 

6. Объем цилиндроида определяется по формуле: 

Ѵ=^гйхйу. 

7. Положение центра тяжести и масса материальной площадки 
определяются формулами: 

хр йх йу 9 Мг[ = [^ур йх йу 9 

А А 

М Я р йх йу. 


ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ТРЕТЬЯ 


ВЫЧИСЛЕНИЕ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА. 

Методы вычисления двойного интеграла весьма разнообразны. Из них 
здесь мы рассмотрим два основных: вычисление двойного интеграла в 
декартовых координатах и вычисление его в полярных. 


§ 164. Основные свойства интегральной суммы. 

При суждениях об интегральной сумме, кроме второго принципа, 
постоянно приходится пользоваться некоторыми ее свойствами, которые 
мы формулируем в-виде трех лемм. 

Первая лемма . Если факторы интегральной суммы бесконечно 
малы, то и сама интегральная сумма бесконечно мала. 

Эта лемма нами уже была доказала (стр. 281). Вторую лемму мы по¬ 
лучим как простое следствие, прямо вытекающее из определения инте¬ 
грала как предела суммы. 

Всякая переменная величина отличается от своего предела на беско¬ 
нечно умаляющуюся величину. Поэтому если 

\\тх=а, то х = а-}-с т 

где е бесконечно умаляется. Но согласно определению 

ь ь 

Ііш 2 /($*) Д**=$/(*) 4х- 

а а 

Мы здесь имеем переменную величину, а именно интегральную сумму, 
и интеграл как ее предел, а потому 

ь ь 

^ /(^ А )Л* л = \ /(«*) йх -у- г, (1) 

а а 

где 8 бесконечно умаляется. Это равенство дает вторую лемму. 

Вторая лемма . Если подъкштервалы интегральной суммы бес¬ 
конечно малы, то она бесконечно мало отличается от соответствую¬ 
щего ей интеграла: 

ь ь 

^/(*)!* = \Д*) Ас + е. (2) 

а а 

Это очевидно геометрически. Если подъинтервалы бесконечно малы, 
то подъинтегральная су^ма как сумма площадей элементарных прямо¬ 
угольников отличается бесконечно мало от площади трапеции аАВЬ, 
т. е. от интеграла (черт. 139). 
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Для дальнейшего большое значение имеет следующее обобщение ра¬ 
венства (2). Пусть (а, Ь) — данный интервал и (а\ Ь') - интервал, ле¬ 
жащий внутри него (черт. 140). 

Построим интегральную сумму 

. ѵ 

лу < з > 

а' 

для интервала (а 1 , Ь 1 ) и предположим, что не только все интервалы 
Ддг д бесконечно малы, но что также бесконечно малы и интервалы (а, а!) 
и (і Ь\ Ь), т. е. предположим, что при переходе к пределу не только все 
интервалы суммы бесконечно умаляются, но что также меняются и ее 

пределы а г и Ь\ бесконечно прибли¬ 
жаясь к а и Ь, 

Если к сумме 5* прибавить сумму 

8 '=/(*') (а’ - а)+/(‘") ІЪ - Ь') 

двух слагаемых, соответствующих ин¬ 
тервалам (, а , е/) и (Ь\ Ь) у то мы по¬ 
лучим интегральную сумму между 
пределами а, Ь % а потому 
Ь' ь 

= < 4 > 
а 1 а 

а’ Ь' 




Так как е' и е" бесконечно малы, то и а бесконечно мало. Этим ра¬ 
венством (5) выражается 

Третья лемма. Если интервалы интегральной суммы бесконечно 
малы, то сумма бесконечно мало отличается от интеграла, пределы 
которого бесконечно мало отличаются от пределов суммы. Следо¬ 
вательно, если все Ах и разности а' — а и Ь — Ь' бесконечно малы, 
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то 


ъ* ь 

]Г/(*)Ддс= \/(* )йх-\- 1 , (6) 

а ' а 

где € бесконечно мало. 4 

Геометрически это равенство очевидно (черт. 139). Сумма 

ь 

^ 2 /(*)** 

в' 

есть не что иное, как сумма площадей всех элементарных прямоуголь¬ 
ников трапеции а’А'В'Ь'. Лемма утверждает, что если интервалы (в, а'), 
( Ь\ Ь) и те, на которые разделен интервал (а\ 6'), бесконечно малы, то 
отличается бесконечно мало от площади трапеции аАВЬ , т. е. 

ІІш $'= аАВЬ. 

Этим свойством интегральной суммы в дальнейшем мы будем поль¬ 
зоваться на каждом шагу. 

§ 165. Площадь интеграции первого типа. 

Величина двойного интеграла, очевидно, зависит не только от 
вида подъинтегральной функции, но и от формы той площади, на 

которую распространен ин¬ 
теграл. 

Предположим, что контур, 
ограничивающий площадь ин¬ 
теграции, пересекается каждой 
прямой, параллельной оси К, 
не больше, чем в двух точках. 
Такие площади назовем пло¬ 
щадями первого типа. Как уви¬ 
дим, вычисление всякого двой¬ 
ного интеграла, распространен¬ 
ного на площадь любой формы, 
ограниченную замкнутым кон¬ 
туром, легко приводится к ин¬ 
тегрированию по площади пер¬ 
вого типа. 

Пусть требуется вычислить двойной интеграл 
0 = ^/(х,у)ах<іу, 

распространенный на площадь, ограниченную снизу и сверху кривыми 
АВ и СО, слева и справа прямыми, перпендикулярными к оси X в точ¬ 
ках а и Ь (черт. 141). 

В частном случае, если точка А совпадает с точкой С, а точка О 
с точкой В , мы будем иметь обыкновенный замкнутый контур. 

Условимся в ряде обозначений. 
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Через и обозначим ординату нижней кривой, через ѵ — ординату верх¬ 
ней. Мы предполагаем, что каждая из них есть однозначная функция 
абсциссы. Пусть 

“ = *(*). ®=ФС*)- 

Чтобы получить интегральную сумму, пределу которой равен двойной 
интеграл, мы должны разделить площадь интеграции на элементарные 
площадки и в каждой из них выбрать точку. Это деление и этот выбор 
производим следующим образом. 

Проводим две системы прямых. Во-первых, систему прямых, перпен¬ 
дикулярных к оси X и пересекающих ее в точках 

л: 0 , лГр х 2 , лг 8 , ...» х к , ..., х п . 

Значения ординат аит/в этих точках обозначим соответственно сим¬ 
волами: 

«о- и ѵ и 2> «з. и*. и п> 

ѵ 0 , ѵ ѵ ѵ 2 , ѵ я , .. ., ѵ к1 .. ., ѵ п . 

Следовательно, вообще 

«*='*<**). 

Прямые второй системы, перпендикулярные к оси К, пусть пересекают 
ее в точках 

Уъ* Уѵ Уѵ • ■ • * Ун * • • •' Ущ ѣ 

Промежутки между этими числами у н% а также промежутки между 
числами х к мы считаем бесконечно малыми, т. е. такими, которые потом 
должны будут бесконечно умаляться. 

Через рм обозначим площадь того элементарного прямоугольника, 
который одновременно принадлежит и вертикальной полосе (х к , Х к+ 1) И 
горизонтальной ОѴ-Ул+і) 1 В нем отметим точку с координатами х к и у н . 
Это будет та из его вершин, которая лежит левее и ниже всех осталь¬ 
ных. Ясно, что 

РкН = ( х к +1 ~~ Х к)(Ук+1 Ун) = ^ Х к^Ун я 

Умножая Рм на значение функции в выбранной точке, получим про¬ 
изведение 

/(** Л) РкН =/(•**. Ун) 

про которое будем говорить, что оно принадлежит прямоугольнику р кН . 
Если подобные произведения мы составим для каждого элементарного 
прямоугольника, то сумма их всех даст нам интегральную сумму: 

При этом мы будем принимать во внимание только внутренние эле¬ 
ментарные прямоугольники, граничные же отбросим, на что, как мы 
видели, имеем право. 

Наша задача заключается в вычисле*уіи предела суммы <$. Для этого 
мы предварительно сгруппируем ее слагаемые в отдельные группы сле¬ 
дующим образом: в одну и ту же группу мы соединяем все те слагаемые 
и только те, которые составлены с помощью элементарных прямоуголь¬ 
ников, лежащих в одной и той же вертикальной полоске. Таких групп 
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будет столько, сколько всех вертикальных полосок. Обозначим через з к 
сумму всех тех слагаемых, которые принадлежат прямоугольникам, ле¬ 
жащим в вертикальной полоске (х к > дг Л+1 ), что запишем так: 

**=ХА**.Л) а*Ау а * 

(**» *к+ і) 

Мы будем говорить, что каждая сумма з А получается суммированием 
вдоль или по соответствующей вертикальной полосе. Сумма ^ равна сумме 

всех сумм $ А , что запишем так: 

*= 2 **- 0 > 

Этот переход от сумм з к к 
сумме 5 мы условно будем назы¬ 
вать суммированием по полосам. 
Следовательно, чтобы получить 
сумму 5, мы должны сначала про- 
суммировать ее слагаемые вдоль 
каждой вертикальной полосы, а 
Черт. 142. потом взять сумму сумм, отно¬ 

сящихся ко всем полосам. 

Принимая во внимание значение символов $ и мы перепишем ра¬ 
венство (1) в таком виде: 

2 А**’ Л) А* = 2 { X А**> Уд } • (2) 

Рассмотрим внутреннюю сумму (черт. 142) 

** = X А**- Уд д **А. Ун • (3) 

% 

Так как слагаемые этой суммы относятся к прямоугольникам, лежа¬ 
щим в одной и той же вертикальной полоске, то во всех этих слагаемых 
х к и іис к одни и те же. Поэтому \х к как общий множитель может быть 
вынесен за знак суммы: 

**={ Ха**.л)Ал) Дат*. 

<**•**+,> 

Но числа у А в каждом слагаемом различны. При этом нетрудно ви¬ 
деть, что не все числа 

-Ус» Л- .--.Л, 

входят в слагаемые суммы з к , а только те из них, которые промежуточны 
между и к и ѵ к . Если это будут числа у р , у р + л , У р + 2 * • ■ • >Ущ* т0 точнее 
можно записать, что 

У^ 

** = { ХА**. Уд А у„ } Ьс к . (4) 
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( 5 ) 


Теперь равенство (2) перепишется так: 

Е Д** У»)РкН = Е { X Я*Ѵ У Ь> ^ 

У Р 

При переходе к пределу все \х к и Ду л бесконечно умаляются. Если 
же мы для ясности представим равенство (5) в таком виде: 

< 6) 

где у 

Ра = Е/(**.Ул)Ду а - С 7 > 

Ур 

то становится очевидным, что Р* есть фактор при Д* Л , который при 
переходе к пределу можно заменить величиной, от которой он отлича¬ 
ется бесконечно мало. 

На время положим 

Д**.У) = «(У)- 

Это возможно, так как х к во всех слагаемых суммы (7) один и тот 
же. Имеем 

У Ѵд 

«К.Ул) Ауа = Ё “Су) 4у . 

Ур Ур 

т. е. имеем интегральную сумму. Ее пределы у и у д бесконечно мало 
отличаются от и к и ѵ к , потому что разности 

Ч-У? Ѵ к-У я 

при переходе к пределу бесконечно умаляются. Поэтому согласно третьей 
лемме можно написать, что 



;* л* 

“(у) Лу = \ “(у) Лу -Г 8 Л = \ /і х к' у) Л У + ®*- 


( 8 ) 


где в* бесконечно мало. Мы пишем е ѵ а не просто е, потому что это 
е А для различных значений к может иметь различные значения. 

Если теперь для сокращения письма положим 


ѵ=:{х) 

\ /(х,у)<іу = Ф(х), 

»=?(•*) 

то из (8) 

Р» = 5 /(**. у) ау + е А = ф(х к ) 4- Е* 


( 9 ) 


Заменяя по второму принципу в (5) фактор () А через Ф(х^, имеем 

ь Ь 

Ііш Ун) Рын = «Ш Е *С*А>: Ь** = і ^С*) Лх 

а О 
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Левая часть — искомый двойной интеграл. Заменяя в правой части 
Ф(х) из (9), получаем теорему: 

Если площадь интеграции ограничена снизу и сверху кривыми 
а=ф(.г) и ^=ф(х), слева и справа прямыми х = а и х = Ъ 

(черт. 143), то 

Ь ѵ=Цх) 

. /(*. у) йх\йу = \' { \ /(■*. У) а У [ *х. 

а « = ?(*) 

Итак, чтобы получить двойной интеграл, надо над подъинтегральной 
функцией произвести два простых интегрирования: сначала по у , потом 

по х. Поэтому-то для обозначе¬ 
ния двойного интеграла обыкно¬ 
венно пишут два знака интеграла. 

Следует обратить внимание на 
то, что первое интегрирование по 
у производится между пределами, 
зависящими от х. Второе же ин¬ 
тегрирование по х производится 
уже между постоянными преде¬ 
лами. 

Что касается самого доказа- 
Черт. 143. тельства теоремы, то по идее оно 

чрезвычайно просто и может быть 
изложено в нескольких строках, если отбросить объяснения различных 
обозначений. . 

В самом деле, пользуясь правом группировать слагаемые в различные 
группы, мы имеем основное равенство 

2 /(*»>Л)ЧАМ • (10) 

(хьхк+д' ’ 

От него, вынося \х к во внутренней сумме общим множителем и не¬ 
сколько меняя обозначения, переходим к равенству 

Е А*»- Ун)Ркп = X { Уд д л} А**- (П) 

Ур 



Заменяя фактор при Ддг А интегралом, от которого он отличается бес¬ 
конечно мало, и переходя к пределу, сначала получаем равенство: 

Ь ѵ=4(*к) 

•11т 2 /<**• Уд Р*ь = І,т 2 { ? /(**’ У) й У (і 4 **- 

“ а=\(х к ) 

и окончательно 

Ъ ѵ 

{\ /( X, у) ЛхЛу = [ { \ /(X, у) ау} йх. 


Сравнивая это равенство с (11), мы видим, что интегрирование по у 
соответствует суммированию вдоль полос, а интегрирование по х — сум¬ 
мированию по полосам. 
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Эта связь становится еще яснее, если мы в равенстве (11) опустим 
индексы у промежуточных чисел. Тогда в сжатом виде все доказатель¬ 
ство может быть изложено в следующих двух строках: так как 

2/(^,з»)ДдгДу=2 {2Л ЛГ >з') д З'} Дл:> ( 12 > 

то в пределе ... ь ) , ѵ . , 

\\/(*>У)4хіІу = \{ \/(х,у)4у}4х. (13) 

а в 

Читателю рекомендуется повторять приведенное доказательство до тех 
пор, пока он не достигнет того, чтобы без всяких вспомогательных вы¬ 
кладок ему было вполне ясно, как с помощью второго принципа и третьей 
леммы из (12) получается (13). 

При практическом вычислении всегда надо обращать тщательное вни¬ 
мание на правильное установление пределов каждого интеграла. Для этого 
полезно рисовать себе такую картину: воображаем площадь интеграции 
разделенной на элементарные площадки. _Затем мысленно выделяем одну 
какую-нибудь вертикальную полосу, левая сторона которой пересекает 
ось X в некоторой произвольно взятой точке х (черт. 143). 
Мы воображаем, что полоски настолько тонки, 
что ширина их не превышает ширины черниль¬ 
ной черты. Следовательно, начертить правую 
сторону полосы фактически нельзя, потому что 
она должна на чертеже слиться с левой сторо¬ 
ной. Поэтому ордината в точке х изображает, 
так сказать, всю полоску. 

Интегрирование по у соответствует сумми¬ 
рованию вдоль полоски. Поэтому, чтобы уста¬ 
новить пределы при интегрировании по у , мы 
смотрим, в каких пределах изменяется у , 
если мы будем итти по площади вдоль про¬ 
извольно взятой ординаты. Ясно, что у бу¬ 
дет изменяться от ординаты и нижней кри¬ 
вой до ординаты ѵ верхней кривой. Это и 
будут пределы при первом интегрировании по.ѵ. Черт, 144. 

причем эти пределы являются функциями а. 

Чтобы найти пределы интеграла но лг, мы смотрим, в каких 
пределах надо изменять лг, чтобы перебрать все полоски. 

Пусть, например, требуется вычислить двойной интеграл 

0=^ хуМхАу* 

распространенный на площадь АОВ % ограниченную дугой параболы 

у* = 3х 

ихордой АВ , пересекающей ось X в точке х = -\-1 (черт. 144). 

Когда мы идем по какой-нибудь вертикальной полосе ОН , абсцисса 
которой х, то у меняется от — |/ Здг до -(- І^Зх. Это и будут пределы 
интегрирования по у. Пределы же интегрирования из х будут 0 и 1, 
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потому что в этих пределах надо изменять х , чтобы получить все вер¬ 
тикальные полосы. Следовательно, 

( { хуЧхйу = \ { \ хуЧу } ах. 

Лов о _ 


Вычисляя сначала внутренний интеграл, найдем 
-1-Ѵз* + 

| ху-йу — / ~=2 /Злг 2 /*, 

— ѴЗх Іу=-Ѵ3х 


а потому 


окончательно 


И 

АОВ 


I 

ху^ахйу = ^ 21/3 х г Ухах = 
о 


4|/ 3 

7 


$ 166. Площадь интеграции второго типа. 

Пусть площадь 'интеграции ограничена снизу и сверху прямыми: 

У — <*\ У=?. 


слева и справа кривыми, уравнения которых: 

Р=ЧУ)< <7 = 1<У). 


где р — абсцисса левой, а а — абсцисса правой кривой. Такую пло 


щадь назовем площадью второго 



типа (черт. 145). 

Рассматриваемый случай, оче¬ 
видно, отличается от предыдущего 
только тем, что хи у меняются 
ролями. Соответственно этому из¬ 
меняются и доказательство и ре¬ 
зультат. 

Мысленно разбив площадь на 
элементарные прямоугольники и 
построив интегральную сумму 

~х 5 = '2,/(х,у)&хЬу, 


Черт. 145. мы группируем ее слагаемые, сое- 

диняя в одну группу те из чшх, 
которые соответствуют прямоугольникам, лежащим водной горизон¬ 
тальной полоске. Если через в обозначим сумму тех слагаемых, ко¬ 
торые принадлежат полоске, заключенной между прямыми, ординаты 
которых у и у -}- А у % то 


=^/{х,у)&х\у, 


КУ*У + Ьу) 
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где в правой части во всех слагаемых у и Ду одни и те же. Поэтому Ду 
можно вынести за знак суммы. Что же касается л:, то он принимает 
.ряд значений, промежуточных между р и д. Следовательно, 

9 

= {Х/(*. -У) Длг } 

Р 

Мы ставим пределами суммы ряд. Точнее надо бы было поставить 
символы первого и последнего числа из чисел х к , лежащих в интер¬ 
вале (р , д). 

Так как сумма 5 равна сумме всех сумм то имеем основное равенство: 

а рі 

Заменяем внутреннюю сумму как фактор при Ду соответствующим 
интегралом: 

9 9=у(У) і 

Ё/(*. -V) = $/(*’ У) йх + *У 9 ■ 

р р-Чу) 


где е у бесконечно мало и где* интеграл — уже только функция у . Пусть 

Я=ріУ) 

\/{х,у)йх=а{у). 

р=Чу) 


Последовательно имеем 

■* Я = АУ) Р 

І|га -V ) дх Ьу = {\ /и. зО <**} = пт ^ «Су) 4у— 

а а 

? Р 

=]|Жу) < 0 ,== \ { \'/(*' >)<**} 

* «Р-ЧЛ 


и получаем теорему: 

если площадь интеграции ограничена двумя прнмыми 

у = 2 И = ^ 

и двумя кривыми 

/>='аОО, ч-ѵ- Су)* 

то 

Р 

)$/(*. У) йхйу= \ |у (х, у) 4х } Лу. 

а р=Цу) 

Теперь первое интегрирование совершается по х, причем пределами 
интеграла служат функции у . Второе интегрирование по у произво¬ 
дится уже между постоянными пределами а и (}. 

Рассмотрим пример. Мы уже вычислили интеграл (стр. 331) 

О — (\ хуЧх Лу, 
лев 
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распространенный 
прямой х = -\-\. 



0І 



Черт. 146. 


на площадь, ограниченную параболой у 2 =.Ъх и 
При этом первое интегрирование мы производили 
по у , второе по х. Но контур этой площади 
пересекается всякой прямой, параллельной оси 
X , только в двух точках. Поэтому мы можем 
произвести первое интегрирование по х , второе 
по у . Мысленно выделяем какую-нибудь про¬ 
извольно взятую горизонтальную полоску /Ч?. 
ордината которой у (черт. 146). Когда мы идем 
по этой полоске, то х меняется от абсциссы 
точки Р до абсциссы точки (}. Следовательно, 
первое интегрирование по х мы должны произ- 

у2 

вести между пределами и -|- 1. 

Чтобы получить все горизонтальные полосы, 
мы должны изменять у от ординаты точки А до 
ординаты точки В. Поэтому второе интегри¬ 


рование по у мы должны произвести между пределами — ]/^3 и -)- 3. 

Следовательно, имеем: 


II 

лов 


+ ѴГ 

-Ѵз 



з 


4У = 


4і/Т 

7 


Два различных способа вычисления двойного интеграла дали, как и 
должно было ожидать, один и тот же результат. 


§ 167. Площадь интеграции произвольной формы. 

Имея формулы для вычисления интеграла по площадям первого и 
второго типа, мы можем вычислить двойной интеграл, распространенный на 
площадь произвольной формы, и можем это сделать двумя способами. 




Мы можем разделить всякую площадь прямыми, параллельными оси К, 
на несколько площадей первого типа. Так, например, площадь на чер¬ 
теже 147 разделена на пять площадей первого типа. Или мы можем 
прямыми, параллельными оси К, разделить данную площадь на несколько 
площадей второго типа. Так, например, площадь . на чертеже 148 раз¬ 
делена на три площади второго типа. * 
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Вычислив интеграл на каждой части площади и взяв потом их сумму» 
мы найдем интеграл по всей площади. 

Что касается вопроса, выгоднее ли делить данную площадь на пло¬ 
щади первого или второго типа, то это зависит. от вида и площади 
и подъинтегральной функции. На прак¬ 
тике приходится пробовать тот и дру¬ 
гой способ и смотреть, который при¬ 
водит к более простым вычислениям. 

Особого внимания заслуживает слу* 
чай, когда контур площади пересекается 
только в двух точках как всякой пря¬ 
мой, параллельной оси У , так и всякой 
прямой, параллельной оси X. Пусть, 
например, АС В О — такой контур. Про¬ 
водим две крайние ординаты аА и ЬВ % 
ограничивающие контур слева и справа. Черт. 149. 

Пусть они касаются контура в точках 

А и В. Мы данную площадь можем рассматривать как площадь первого 
типа. Пусть уравнение нижней половины контура, т. е. кривой АСВ , 
такое : у — ц(х). 



Уравнение же верхней половины АОВ пусть будет: 

у=$(х). 

По доказанному имеем: 


у) Лх ($/(*• У ) 4у} ах - 


а *<*) 

Но проведя крайние абсциссы аС и [}/), ограничивающие контур 
снизу и сверху, мы можем рассматривать данную площадь как площадь 
второго типа, которая слева ограничена кривой САО , а справа кри- 
уі вой СВ О. Пусть уравнения этих кри¬ 

вых соответственно будут: 

Ь' -^- х=Цу), х = цСу). 

По доказанному имеем 

А & і* л 

_ № . 

*0| о в 5 х =\{\/( х > У)(^} а У- (2> 

Черт. 150. « Ч/М- 


В первом случае мы должны интегрировать сначала^по у, потом 
по х. Во втором случае наоборот — сначала по х, потом по у. В том 
и другом случае пределами первого интеграла служат функции того 
переменного, по которому интегрируется второй интеграл. ^ 'і 

Если площадью интеграции служит прямоугольник АВСй со сторо¬ 
нами, параллельными осям координат, то данную площадь мы можем 
по желанию рассматривать и как площадь первого типа и как площадь 
второго типа. 
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Рассматривая ее как площадь первого типа, имеем: 

а* Ь* 


У)<*х (іу = І’ {|/(дг, у) сіу} ах. 


Применяя же формулу для площади второго типа, найдем 

Ы а* 

У) йх йу = Ц \ /(х, у) ах | Оу. 


АВСО 


Ь а 


Сравнивая (3) и (4), имеем: 

‘ ^ а' а* Ы 

\ {\Л*. у)Лх} ау = Г { {/(х, у)ау\ ах, 

Ь а ~ 


а Ь 


( 3 ) 


(4) 


( 5 ) 


и мы получили новое доказательство для теоремы об интегрировании 
определенного интеграла по параметру в предположении, что пределы 
интеграла являются постоянными, не зависящими от аргументов функции. 
Но если вместо прямоугольника на чертеже мы возьмем более общий 
контур, то из равенств (1) и (2) получаем равенство: 

Ь ф(х) р 

\ {\ ] (*. у) а У } & =\ {\ /( х , у) ах\ау. ( 6 ) 

а '« Цу) 

Здесь в левой части первое интегрирование производится по у уже между 
пределами, которые являются функциями второго аргумента. Мы видим, 
что и в этом случае можно изменить порядок интегрирования, но также 
видим, что при этом пределы интегралов заменяются совершенно иными. 

Вообще если мы имеем функцию /{х,у) двух переменных, то мы 

можем проинтегрировать ее между двумя пределами, которые в свою 
очередь функции другого переменного. Пусть 

вОО 

Н=\/(х,у)ах = <о(у). (7) 

> 0 ) , 

Эту функцию <о(у) мы можем проинтегрировать тоже между двумя пре- 
делами уже необходимо постоянными. Пусть 

у)ах\ау. ( 8 ) 

Можно ли, и если можно, то как, изменить порядок интегрирования? 
Ответ зависит от свойств функций Х(у) и дСу). 

Строим кривые 

х = 1(у) и х=р.(у). (9) 


Предположим, что они в своей совокупности образуют замкнутый кон¬ 
тур типа чертежа 149, Тогда вопрос о^перемене порядка интегрирования 
решается просто. Интеграл (8) равен двойному интегралу (1), и мы по¬ 
лучаем равенство (2), которое указывает, как изменяются пределы инте¬ 
гралов при изменении порядка интегрирования. Но так просто дело 
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обстоит очень редко. Для этого необходимо, чтобы функции \(у) и 
р{у) изображались кривыми, из которых вторая лежала бы правее пер¬ 
вой и которые вместе образовывали 
кающийся прямыми, параллельными оси 
у, только в двух точках. В своей 
совокупности эти условия могут удо¬ 
влетворяться только в редких случаях. 

Но даже если эти условия и не удо¬ 
влетворены, то все-таки можно изменить 
порядок интегрирования. Пусть, напри¬ 
мер, функции 

р=Му), 

изображаются кривыми АВ и СО 
(черт. 151). Через р обозначаем абсциссу 
первой кривой, а через 0 — абсциссу 
второй. Эти две кривые не дают одного замкнутого контура. Но они 
дают их два: контур АСЕ и контур ОВЕ. Поэтому начинаем с того, 
что интеграл 

?, № ч 

о =5 { \ /(X, у) Л*} іу (8) 

а > (>) 

выражаем через двойные интегралы, распространенные по площадям, ог¬ 
раниченным этими контурами. Обозначая через у ординату точки Е , 
прежде всего имеем: 

0 = 0]+С,, (9) 

где Т 1 * 0 ^ 2 \ 

0] = \ | [/(х, у )</*} іу, О, = П у(х, у) іх}іу. (10) 

• « Ч?) т Ч>) 

Легко видеть, что интеграл О, равен двойному интегралу по пло¬ 
щади АЕС. Но интеграл О г равен не двойному интегралу по пло¬ 
щади йЕВ, а этому интегралу, взятому со знаком минус, потому что 
кривая }і {у), изображающая верхний предел, лежит левее кривой Му), 
изображающей нижний предел. Итак, 

О, = — №/(*, У) Ах іу, 0 2 = ^/(*. У) ах іу О 1 ) 

бвв лес 

Каждый из этих двух интегралов мы можем вычислить, интегрируя сна¬ 
чала по у, потом по х. Тем самым в интеграле О будет изменен поря¬ 
док интегрирования. 

§ 168. Вычисление двойного интеграла в полярных 
координатах. 

Мы нашли метод для вычисления двойного интеграла, разбивая пло¬ 
щадь интеграции на элементарные площадки прямыми, параллельными 
осям координат. Разбивая площадь интеграции на элементы иными кри¬ 
выми, мы можем получить новые методы для вычисления двойных инте¬ 
гралов. 

22 Курс математического анализа, ч. III. 
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Докажем предварительно лемму. Пусть а — угол между прямыми ОС 
и ОО. Принимая точку О за центр, описываем радиусом г дугу АВ 
и радиусом г-\-к дугу СО. Пусть и —площадь фигуры АВОС, кото¬ 
рую назовем кривым четырехугольником | А и і назовем его высотой и 
углом. Если а и А бесконечно умаляются, то и тоже бесконечно ума¬ 
ляется. Вычислим величину, эквивалентную и. 

Так как площади секторов ССШ и АОВ соответственно равны 

•1(г+А)*а и угЧ 


то для и как разности между ними имеем: 


и=гка-\--^-к 3 а. 


О) 




—=14-А 

гка ^2 г' 


а потому если А и а бесконечно умаляются, то 

и 


Ил 


и, следовательно, 


гкг 

и йй гка. 


( 2 ) 


Или рассуждаем так: если А и а бесконечно малы, то в (1) порядок 

1 « 

второго слагаемого, равного — А 8 з, выше порядка первого слагаемого, 

а потому имеем (2). В результате получаем лемму: 

Если угол а и высота А кривого четырехугольника радиуса г 
бесконечно калы, то его площадь эквивалентна гАз. 

Пусть в — дуга АВ. Так как $ = га, то цй=$А. Следовательно, 
с точки зрения эквивалентности бесконечно малый кривой че¬ 
тырехугольник можно рассматривать как прямоугольник. 

Предположим теперь, что мы должны вычислить двойной интеграл: 
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распространенный на площадь А, ограниченную контуром С. Делим 
плоскость на элементарные площадки следующим образом (черт. 153): 
лз начала координат проводим систему лучей, наклоненных к оси X 
ПОД углами ш 19 «о а> «о,,. .., и строим систему кругов радиусов г-р г 3 , 
с центром в О. Всякую-часть плоскости, заключенную между 
друмя смежными лучами, наклоненными под углами ш А и го А+1 , назовем 
секториальной полосой (оо А , ш д+1 ); часть же плоскости, лежащую между 
двумя смежными окружностями радиусов г к и г д+1 , назовем^ кольцом 

(г*, г А+ і). I'-"' ' 

Системой лучей и кругов плоскость разделится на кривые четырех¬ 
угольники. Символом р кН обозначим тот из них, который лежит одно¬ 
временно в секториальной полосе (ю д , оо д+1 ) и кольце (г А , г А+1 ). В нем 
возьмем точку М , полярные координаты которой г н и оо д . Следовательно 
ее декартовы координаты будут г н созоо д и /* л 5іпа) д , а потому та сумма 5 
пределу которой равен двойной интеграл, представится в таком виде 


* = ^/(Г Н соз ю д , т к Зіп ю*) р кА 

(3) 

Воображаем, что число лучей и концентрических окружностей беско¬ 
нечно возрастает так, что размеры элементарных площадок бесконечно 
умаляются. Тогда при вычислении предела суммы $ можно каждую пло¬ 
щадку р м заменить эквивалентной ей величиной. Но если, придерживаясь 
обычных обозначений, мы положим: 

д ®а= •*« - ®ѵ Ь'к =■ г н+і - г ѵ 


то, как мы видели, р м % г к Ь<й к Ьг к . Поэтому вместо (3) 
тривать такую сумму: 

можем рассма- 

а' = %/(г„ сов г к зіп »*) г н Ьг„і%. 

(4) 

Полагая же для сокращения письма 


г/(г соз 00 , г зіп <о) = Ф(г, оо), 

получим 

®*) Д ' А Д ®А» 

(5) 

(6) 


и предел этой суммы равен искомому двойному интегралу О. 

Мы можем теперь поступить двояким образом: можем все слагаемые 
суммы соединить в различные группы, относя в одну и ту же группу 
все слагаемые, соответствующие элементарным площадкам, лежащим в од¬ 
ном и том же кольце. Пусть 

^=Е Ф ( Г Л’ ®*) Дг А Д “* (7) 

(^Аі г Л + і) 

—сумма той группы слагаемых, которые принадлежат элементарным пло¬ 
щадкам в кольце (г А , г А+1 ). Тогда очевидно, что з 9 равна сумме всех $ д . 

Про такой способ группирования слагаемых мы будем говорить, что 
мы сначала суммируем вдоль каждого кольца, а потом по кольцам. Это 
один способ. Но мы можем также предварительно соединять в отдель¬ 
ные группы все слагаемые, относящиеся к элементарным площадкам, ле¬ 
жащим в одной и той же секториальной полоске. Каждая такая группа 
дает свою сумму и сумма всех таких сумм даст сумму $ г . 

22 * 
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Про этот способ мы будем говорить, что мы суммируем сначала 
вдоль секториальных полосок, а потом по полоскам. 

Тот и другой способ после перехода к пределу дает свою формулу 
>. для вычисления двойного интег¬ 



рала. 

В дальнейшем мы часто будем 
опускать индексы. Так, вместо^ (6) 
и (7) будем писать: 

Ф(г, о)) Дг Дш, (6) 

Ф(г, ю) Дг Дю. (7) 

^ Г* + і) 

Будем суммировать сначала 
вдоль колец, а потом по кольцам. 

Предположим, что контур С 


Черт. 154. (черт. 154) пересекается каждой 

окружностью радиуса г только в 
двух точках Р и С}, н пусть а—угол наклона луча ОР, а [}—угол наклона 
луча 0 (?, причем а<(І. Пусть также г 0 и /?—наименьшее и наиболь¬ 
шее из тех значений, которые может принимать г, т. е. пусть г 0 и /?— 
те границы, в которых должен изменяться г, чтобы окружность радиуса г 
пересекала контур С. 

Для каждого определенного значения г точки Р и () занимают оп¬ 
ределенные положения, углы же а и р имеют определенные значения. 
С изменением т будут, вообще говоря, изменяться а и (і. Следовательно, 
а и (1—некоторые функции г. Пусть 


а=<|>(г), ?=ф(г). 


( 8 ) 


Эти функции мы должны 
каждый раз находить из гео¬ 
метрических свойств контура. 
Рассмотрим сумму 

в *> і 'А Дв А в 

г л+4 ) 

= Л ф(л ш) Дг Доо 

РТи Г/и-і) 

Ігех слагаемых, которые соот¬ 
ветствуют кольцу ( г н , /“ Л+3 ). 
Пусть (черт. 155) окруж¬ 



ность радиуса г н пересекает 

контур С в точках Р н и . Через а н и р л обозначим углы наклона 
лучей ОР н и 0() н к оси X. Согласно (8) 


«* = »('*)» Р* = Ф0*)- 


(9) 


Для всех слагаемых, относящихся к одному и тому же кольцу, г А и 
Дг А —величины постоянные, а потому 

**) 4й) А} Лг л- 

^Л + і) 
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Так как для получения слагаемых этой суммы надо брать из вели¬ 
чин о) 1 , со 2 , о> 3 , ... только те, которые промежуточны между а Л и р Л , 
то мы запишем, что 

Рь 

*Л = \Е Ф(Г » ®*> К} (10) 

«А 

Чтобы получить надо взять сумму всех Для этого надо взять 
все значения г ѵ г ѵ г 3 , .... промежуточные между г и /?. Это запи¬ 
шем так: 

Г 0 «А 

Переходим теперь к пределу, предполагая, что все Дго А и Д г н бес¬ 
конечно умаляются. Заменяя фактор при Дг А бесконечно мало отличаю¬ 
щимся от него интегралом 

?а=4(^) 

)Ф('й. ®)4а> = Р(гд, ' (12) 

«Л=ф(Пк) 

последовательно находим: 

* * 

Пт = 11т Л Р(г н ) Дг л =^Дг) йг ч (13) 

Го г 9 

где левая часть—искомый двойной интеграл и где согласно (12) 

Р=Ф(г) 

Р(г)= 5 Ф(г, о>)Л>. (14) 

*=^(г) 

Из (13) и (14), заменяя функцию Ф ее значением, получаем теорему: 

Если контур С (черт. 154) пересекается только в двух точках 
всякой окружностью с центром в О, то 

п Р 

/( X, у) йх Лу =: ^ | ^ /(Г С05 0 ), Г 8ІП <о) г Аі> } йг. 

А Го а 

Посмотрим теперь, что мы получим, если слагаемые суммы будем 
сначала собирать не по кольцам, а по секториальным полосам. 

Предположим, что всяким лучом, наклоненным под углом о к по¬ 
лярной оси, контур С пересекается не более чем в двух точках Р и ф, 
радиусы-векторы которых обозначим через р, и р 2 . Пусть 

Рі ='?(“). р 2 ='К“)- 

Через и 0 и й обозначим те границы, в которых должен быть за¬ 
ключен угол в), чтобы луч, наклоненный к оси X под углом и, пересе¬ 
кал контур. 

Попрежнему имеем: 

— 2/( Г А С °5 Г Н МП ®А> 'к Д®А = 2 Ф( Г Ь> ®*> ^А Д ®* 
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Пусть з'ц —сумма 


(•*. ®*+і) ; 


слагаемых, относящихся к секториальной полоске 
^а’ «о^ДглДшд. 

( Ш Ь “>*+і) 


Все эти слагаемые имеют общий множитель Дю*; из чисел же г ѵ г а , 
г й , ... в них входят только те, которые промежуточны между р г и р 8 , 
а потому 

®») Дг а} Да) А- 

Рі=?(“>*) 


Ясно, что сумма «’ может быть представлена так: 

а р,=<Х<о») 

*' = 2 { Л Ф ( Г А- ДГ * } ДШ А- 

и* Рі=Т( ш і) 

Следовательно, 

• $(и> к ) * О ф(<і>) 

НшУ=1іт]^ Ф(г, (й^йГг } До>* = ^ Ф(г, ю)</г| 


и) <ы ?Н*) 


®0 ?(«) 



Теорема . Если контур пересекается каждым лучом не [более 
как в двух точках (черт. 156), то 

? в 

§/(ХіУ)4х4у*=* ^ {$/(гсо$ (а, Г8іп в>) г йг } 4®. 

’«>в Ѵі 

Итак, мы имеем две формулы для вычисления двойного интеграла 
в полярных координатах. Из них приложима та или другая, смотря по 
тому, пересекается ли контур только в двух точках лучом или окруж¬ 
ностью. 

Чтобы легче удержать в памяти эти формулы, повторим доказатель¬ 
ство, опуская индексы у букв. Мы воображаем площадь разделенной на 
элементарные кривые четырехугольники. Площадь какого-нибудь четырех¬ 
угольника (черт. 158), полярные координаты вершины которого г и ш, 
эквивалентна 

Ш 


Поэтому двойной интеграл есть предел суммы 
2/(г С05 (О, г 8ІП (О) гАг ІО). 

Группируя слагаемые по кольцам или по секториальным полоскам, 
мы в пределе получим первое интегрирование по г или по ш. 

Внимательное рассмотрение чертежа укажет нам пределы каждого 
интегрирования. 


Примеры. 1. (Черт. 159). Пусть требуется вычислить двойной интеграл 

0 = ^Пх,у)4хсіу (1) 

по площади, ограниченной прямыми ОА и ОВ % наклоненными к оси К под 
углами *о и 9, и кривой АВ % уравнение которой 


Р =/(<*>)• 


( 2 ) 



Будем первое интегрирование производить по г. Когда точка М движется 
по лучу ОМ , наклоненному под углом ю, то г меняется от нуля до р, а потому 

о р*/И 1 

(? = \ | ^ Р{г соз^.гаіп <і>) г Аг] Аш. (3) 

ш* О 

В частном случае, если тождественно Р(х % у)=1, то О равняется пло¬ 
щади ЛОВ . Обозначая эту площадь через сі, из (3) имеем: 

о р о 

4- 


■-кН— 


и мы получили знакомое выражение для площади в полярных координатах. 
2. Пусть требуется вычислить интеграл (черт. 160): 

( 1 ) 


О = ЭД/а* -л*-у»йхйу 


по площади круга диаметра а % центр которого лежит на оси X в точке . 
Обозначая через г и <в полярные координаты какой-нибудь точки М % имеем. 




г*гйгй». 


( 2 ) 
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Интегрируем сначала по кольцу РО произвольного радиуса г; при этом « 
изменяется от а до Р, где а = — р. Собирая затем все кольца, мы должны из¬ 
менить г от нуля до а. Следовательно, 

й ? _ 

0=^ ]/а* —| ёг. (3) 


Если же мы пойдем сначала по секториальной полосе, то г меняется от 
нуля до 0/?. Чтобы получить все секториальные полосы, надо менять «в от 

— *^*Д0 +“ 2 “* Следовательно, 

+ - 
М ОН 


' ^ | ^ Г( * Г } 


Замечая, что из прямоугольного треугольника (Х)А : 

г= д сов р, р = агссо8^- 


и что ш = —> р, мы из (3) получаем: 






О = \ | ^ (/а® — г* г і/» | йг. 


О г 

— агссов — 
а 


Так как 0/? = дсозю, то (4) дает: 


+ - 

2 аеоіш 


0 = ^ \/а* — г* гёг} ё». 


Черт. 160. 


Замечая, что 




мы из (6) находим: 


л 

0 = у^1 — У аіа* і) ёч>. 


Было бы грубой ошибкой принять, ЧТО У 8ІД* О) = зіп* о. 

Пока ш меняется от нуля до 4* тр это верно; но если и заключен между ну¬ 
лем и — у, то У зіп* ш = — 8Іп* < 0 . Ввиду этого мы должны разбить интеграл (7) 
на два. Имеем: 


I» л 

& = ^ ^ (1 + віп 3 «о) ё*й + ~ |* (1 — 8ІП* <о) 4<0 = ^ ^ д 
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Если же мы станем вычислять интеграл 
О по формуле (5), то легко найдем внут¬ 
ренний интеграл и получим 

а 

С7 = 2^ гУа* — г*агссоз ^ йг. (9) 
о 

Этот интеграл можно было бы вычи¬ 
слить интегрированием по частям, но вы¬ 
числения были бы сложны. Напротив, зная 
(8), мы заключаем, что 


0 

I 


г У а» - г * агс со* Л йг = (3 *~ 0 4)а * (10) 

а 18 


Мы видим, что различные способы вы¬ 
числения двойных интегралов дают воз¬ 
можность находить значение некоторых 
обыкновенных интегралов. 

Решим теперь так называемую задачу 
Вивиани. На радиусе сферы, равном а, 
построена в плоскости экватора, как на 
диаметре, окружность, а на ней прямой 
цилиндр. Вычислить объем, вырезаемый из 
сферы этим цилиндром. 

Поместив центр сферы в начале коор¬ 
динат, строим на радиусе (черт. 161), сов¬ 
падающем с осью X , как на диаметре, ок- 



Черт. 161. 


ружность С в плоскости ХУ и на ней цилиндрическую поверхность. Получаем 
цилиндроид, ограниченный сверху поверхностью сферы. Легко видеть, чго 
объем его дается интегралом (1). 

§ 169. Заключение. 

1. Если подъинтервалы Длс бесконечно малы и а 1 и Ь' бесконечно 
мало отличаются от а и Ь, то 

ѵ ь 

^ / С*) Ь* = 5/(х) йх 4- е, 

Ы а 

где е бесконечно мало. 

2. Двойной интеграл вычисляется: 
если площадь интеграции первого типа, — по формуле: 

= \/(х,у) лу)лх\ 

а а=у{х) 

если площадь второго типа,— 
то по формуле: 

у)іхйу = 

/(х,у)<*х}4у; 



* Я => (У) 
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ь ояф(л) 2 , 1 =^ ч 

\\7(*, У) ^ {$/(*> У) <*У) Лх =\ {$/(*• У) ах ) й У 


л р-\{у) 





ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ЧЕТВЕРТАЯ 


ПОВЕРХНОСТЬ. СФЕРА. 

До сих пор для вычисления площадей поверхностей мы имеем фор¬ 
мулу только для поверхности вращения. Понятие двойного интеграла по¬ 
зволяет вывести соответствующую формулу и для площади поверхности 
любой формы. 


§ 170. Площадь поверхности произвольной формы. 

Пусть данная поверхность отнесена к некоторой системе декартовых 
прямоугольных координат. Если она хотя бы некоторыми прямыми, па¬ 
раллельными оси 2 % пересекается в нескольких точках, то разделим ее 
на части, каждая из которых всякой прямой, параллельной оси 2, пе¬ 
ресекалась бы только в одной точке, и будем рассматривать одну такую 
часть, которую и будем называть данной поверхностью. Для нее апли- 
ката г будет однозначной непрерывной функцией абсциссы х и ординаты 
у. Пусть 


Мы предположим, что частные производные 


Р 


дг 

дх' 



( 1 ) 


тоже непрерывны. 

Обозначим через у угол между осью 2 и нормалью ММ к поверх¬ 
ности в произвольной точке М. Положительное направление этой нор¬ 
мали выберем так, чтобы угол у был острый (черт. 168). Как известно 
из диференциальной геометрии, 

“т-рп^ср?- ® 


Так как р и ^ —функции х и у, то созу — тоже некоторая вполне 
определенная функция тех же переменных. Пусть 

/Н Г яЧ І ? = 'Р (х,у), созу — (3) 

Проведем на плоскости ХУ непересекающийся с самим собой зам¬ 
кнутый контур С (черт. 168) и построим на нем цилиндрическую по¬ 
верхность с образующими, параллельными оси 2. Тот контур, в кото¬ 
ром она пересечет данную поверхность, обозначим через С\ площадь 
поверхности, ограниченную этим контуром С, обозначим через А 
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Прежде чем выводить формулу для вычисления площади необхо¬ 
димо было бы точно определить, что мы будем разуметь под площадью 

кривой поверхности. Но это опре¬ 
деление мы введем в процессе вывода 
самой формулы. 

Разобьем площадь А % ограничен¬ 
ную на плоскости XV контуром С, 
на элементарные площадки и ѵ и 2 ,. в ., 
и п безразлично какой формы. На 
контуре каждой из них построим ци¬ 
линдрическую поверхность, перпен¬ 
дикулярную к плоскости ХУ. Полу¬ 
чим систему элементарных цилиндри¬ 
ческих трубок. Каждая из них, пере¬ 
секаясь с поверхностью 5, вырежет из 
нее соответствующий кусок. Через і к 
обозначим тот кусок поверхности, 
который вырезается из нее труб¬ 
кой, стоящей над площадкой и к . На 
каждом таком куске і к отметим тоже 
совершенно произвольно точку М к , 
проекция которой на плоскость XV 
пусть будет точка $ к с координатами 
куске і к% то очевидно, что точка 



Черт. 167. 

Е*, т) Л . Так как точка М к взята на 
лежит на площадке и к (черт, 167). 


Пусть М к — нормаль к поверхности в точке М к ; острый угол ее с 


осью 2 обозначим через Согласно (3) имеем: 

1 


С05Ъ = 




(4) 


Проведем теперь в точке М к 
касательную плоскость. Из нее 
трубка, стоящая над площадкой 
и к , вырежет некоторую часть, ко¬ 
торую назовем черепицей и 
площадь которой обозначим че¬ 
рез о*. 

Вообразим, что мы сделали 
такое построение для каждой эле¬ 
ментарной трубки. Следовательно, 
к каждому куску, на которые по¬ 
верхность разделена трубками, про¬ 
ведена в какой-нибудь его точке 
касательная плоскость и из нее 
удержана только та часть, которая 
вырезается трубкой. В результате 
мы будем иметь всю поверхность 
разбитой на куски і ѵ і ш , . .., і п 



4. 

Черт. 168. 


и каждого куска і к будет касаться в некоторой его точке черепица а. 


Вся 
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поверхность іл будет покрыта такими черепицами. 





В нашем представлении чем меньше куски поверхности, тем меньше 
каждый кусок отличается от покрывающей его черепицы. Поэтому вве¬ 
дем такое 

Определение . Площадью кривой поверхности назовем предел 
суммы покрывающих ее черепиц в предположении, что число чере¬ 
пиц бесконечно возрастает так, что размеры их бесконечно умаля¬ 
ются. 

Опираясь на это определение, уже нетрудно получить искомую фор¬ 
мулу. 

Так как площадку и к можно рассматривать как проекцию черепицы о Л , 
то 

Ч = *к созу,, 

откуда согласно (4) 

°Ь= —— — т 'а) й а* 

* С05 тѵ * * к 

Поэтому, взяв сумму всех о к , получим 

5= Пт 2 о 4 =1іш 2 ч*) Я*. 

Но в правой части имеем двойной интеграл от функции у(х,у) по 
площади, ограниченной контуром С: 

$= у(х,у) йхЛу = /1 -(- Р- + Я г йх а У ■ 


Теорема. Площадь 5 поверхности 

2=/{х,у), 


ограниченной контуром, который проектируется на плоскость XV 
контуром С, определяется по формуле 


5 



1 +р^+д г йхйу 


(5) 


при условии, что сама функция л и ее частные производные 


дг 

Р ~дх' 


дг 

*-5 


непрерывны для всех точек внутри и на контуре С. 9 

Мы предполагали, что для данной поверхности г — однозначная функ¬ 
ция х и у. Если бы оказалось, что дан у как непрерывная функция х 
и 2 , тогда естественно роль плоскости ХУ играла бы плоскость Х2. Кон¬ 
тур С г , ограничивающий поверхность 5, мы проектировали бы на плос¬ 
кость Х2 и вместо (5) имели бы 

НІ/*+(&) ,+ (2)‘ лл (6) 

причем интеграл брали бы по части плоскости Х2, ограниченной про¬ 
екцией на нее контура С . 
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Если бы для поверхности была дана абсцисса х как непрерывная 
функция .у и з, то ясно, что 

5= 11і/ 1+ ІІЖё) Лу * г> 

где интеграл берется по части плоскости Ѵ2 Ъ ограниченной проекцией 
на нее контура С 1 . 

Полученные формулы для площади кривой поверхности имеют боль¬ 
шое теоретическое значение. Но в приложениях даже для простейших 
поверхностей они обыкновенно приводят к невычисляемым интегралам. 


§ 171. Бесконечно малая площадь поверхности. 

Сохраняя прежние обозначения, предположим, что на поверхности 

*=/(х,У) 

имеем бесконечно малую площадь от, ограниченную контуром С, проек¬ 
ция которого на плоскость ХУ дает контур С, ограничивающий площадь 
и. Попрежнему пусть 

С о* Т "/1+/>* + ^”*(*.*) ' (1) 

По доказанному 

о=ЭД у 1 +Р 3 -)- іу = ^ <р(*, у)іх йу. 


По теореме о среднем значении интеграла имеем: 

Чі)«* 


( 2 ) 


где (5,, і),) — координаты некоторой, хотя и неизвестной, но вполне оп¬ 
ределенной точки на площадке а. Пусть л — произвольно взятая точка 
на той же площадке а. Через у и обозначим углы с осью 2 норма¬ 
лей к 9 в точках а и Согласно (1) 


соз ^ = 


1 


а потому равенство (2) можно переписать в форме 

и = а созу г (3) 

Пусть площадка а бесконечно умаляется так, что контур С 1 стягива¬ 
ется в одну точку. Ясно, что в таком случае разность у 2 — у между углами с 
осью 2. нормалей в точках 5 и тоже будет бесконечно умаляться, а 
потому будет бесконечно умаляться и разность С05у 2 — сову. 

Заменяя в (3) фактор созу ] бесконечно мало отличающимся от 
него фактором соз у, заключаем, что 

и^зсозу. (4) 


Площадка о есть часть кривой поверхности. Вообразим на время, что 
эта площадка есть плоская площадка, помещенная в пространстве так, 
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4 Т 0 плоскость ее перпендикулярна к нормали в точке $. В таком слу¬ 
чае 'угол у был бы углом между плоскостью площадки а и плоскостью 
ХУ, а потому проекция на плоскость ХУ этой площадки, мыслимой 
как плоская, равнялась бы точно осозу. Принимая во внимание это и 
равенство (4), получаем теорему: 

При вычислении проекции бесконечно умаляющейся кривой пло¬ 
щадки а всегда можно, с точки зрения эквивалентности, рассматри¬ 
вать бесконечно умаляющуюся площадку как плоскую плэщадку, 
перпендикуляром к которой служит нормаль к поверхности в какой- 
нибудь точке этой площадки. 

Вошло в обычай всякую бесконечно умаляющуюся часть поверхности 
называть элементом поверхности. Следовательно, 

с точки зрения эквивалентности всякий бесконечно умаляю¬ 
щийся элемент кривой поверхности можно рассматривать как плос¬ 
кий элемент, плоскость которого 
совпадает с касательной плоско¬ 
стью в любой точке рассматри¬ 
ваемого кривого элемента. 

Это заключение вполне совпадает 
с нашим интуитивным представле¬ 
нием о поверхности. Всякая очень 
малая часть кривой поверхности нам 
представляется кусочком плоскости. 

Этим результатом очень удобно поль¬ 
зоваться для быстрого вывода фор¬ 
мулы для поверхности любого типа. 

Рассуждаем так: пусть требуется вы¬ 
числить поверхность 5, ограниченную 
контуром С, проекция которого на 
плоскость ХУ есть контур С. Раз¬ 
биваем всю поверхность 5 на эле¬ 
ментарные кривые площадки. 

Пусть йо — одна из них и пусть у — угол с осью 2 нормали в ка¬ 
кой-нибудь ее точке. 

Все элементарные кривые площадки проектируем на плоскость ХУ. 
Пусть вообще йи — проекция площадки (іа. Очевидно, что эти площадки 
йи покроют всю площадь, ограниченную контуро^С*. По доказанному 

йи^-созуіа, (іъ^. • (5) 

1 соз у 

Но ясно, что 5 точно равно сумме всех йа , а потому 

5=1іш2^ а * 

Заменяя йа из (5) эквивалентной величиной, имеем 

*С' с* 
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§ 172. Сфера.* 1 

Пусть-А' - точка на данной сфере радиуса а. Через нее и некоторую 
точку М на сфере проведем плоскость, проходящую через центр сферы. 
В сечении со сферой эта плоскость даст дугу КМ так называемого боль¬ 
шого круга. Длину этой дуги обозначим через I. Если X — угол между 

радиусами ОК и ОМ из центра к кон¬ 
цам дуги, то 

1 = а\ 

и при а = 1 имеем / = Х. Следовательно, 

если радиус сферы равен единице, 
то длина любой дуги большого круга 
равна центральному углу, опираю¬ 
щемуся на нее. 

Так к ак на сфере роль прямых ли¬ 
ний играют дуги больших кругов, то 
за расстояние на ней между двумя ее 
точками принимают длину дуги боль¬ 
шого круга, соединяющей эти точки. 
Пусть на сфере радиуса а описана 
около точки К окружность С дугой КМ—1, Длину окружности обозна¬ 
чим через 5, площадь сферы, ограниченную ею, — через и. Вычислим ее. 

Начало координат поместим в центре, направив ось ІГ через К . 
Пусть С* и Л—проекции на плоскость XV окружности С и точки М. 
Уравнение сферы „ , 

откуда для верхней половины 

г—-\- /а* — —_у г , 



Черт. 170. 


Р= 


—х 


У а 2 —х 2 ~у 2 


— -- , 

V а 2 —х 2 —у 2 


а потому 


С* с 


где интеграл берется по площади, ограниченной окружностью О , радиус 

которой ОЛ=азіпХ = а зіп —. Переходя к полярным координатам, 
получим: а 

О А 2п азІпХ 

-ШгйІ М!/- 1 '-— 1-. 

0 0 г» л 


и окончательно 


о о 


ы = 2то 2 (1 —соз 1), Х= — , 

а 


( 1 ) 


Если из М опустим перпендикуляр МО на ось І. % то он будет слу¬ 
жить обыкновенным радиусом для окружности С, а потому для ее 
длины имеем: 

5 = 2пМО = 2па зіп X. (2) 
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Проведем из точки К два сферических радиуса КМ и КМ\ т. е. 
две дуги большого круга к точкам М и М! окружности С. Фигуру 
КММ $ (черт. 171) назовем сферическим сектором; пусть и*—его пло¬ 
щадь. Если а -угол между дугами КМ и КМ, то ясно, что 

п_ _а_ 

и 2тг 

а потому из (1) следует, что 

а ' = аа 2 (1 — со5 X). (3) 

Также согласно (2) нетрудно видеть, что 

дуга ММ'^аа зіпХ. (4) 

Ладим углу X приращение ДХ. Тогда пусть точки М и М передвинутся 
в іѴ и АЛ Вместо сектора МКМ* мы получим сектор МКМ*. Площадь 
его найдем, заменив в (3) X через Х + ДХ. 

Для дальнейшего нам очень важно найти 
площадь фигуры МЫМ'Ы*, которую будем 
называть кривым сферическим четырех¬ 
угольником. Очевидно, что она равна при¬ 
ращению Ди', которое испытывает площадь 
сектора и\ когда X получает приращение 
ДХ. Обозначим правую часть (3) через /(X). 

Тогда 

Д /(X + ДХ)—/(1). Черт. 171. 

Пусть ДХ бесконечно мало. Мы знаем, что бесконечно малое приращение 
функции эквивалентно диференциалу функции, а потому из (3) следует 

Д и 9 ^: аа 1 $іп ХДХ. (5) 

Правая часть поддается замечательному истолкованию. Вычислим 
длины дуг ММ Г и ММ. Согласно (4) 

ММ — аа зісіХ, 

и нетрудно видеть, что 

МЫ=аМ. 

Теперь ясно, что 

Аи’^ММ'-ММ (Ь) 

Теорема. С точки зрения эквивалентности площадь бесконечно' 
малого кривого сферического четырехугольника можно рассматри¬ 
вать как площадь плоского прямоугольника. 

Этим результатом мы скоро воспользуемся в теории тройных интег* 
ралов. 

§ 173. Заключение. 

, 1. Площадь поверхности любой формы определяется но формуле: 

V 1 Л-р 2 Л-я* іхй У- 

2. Площадь бесконечно малого кривого сферического четырех¬ 
угольника эквивалентна произведению двух его смежных сторон. 
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ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ПЯТАЯ 


ТРОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ. 

Понятие тройного интеграла естественно появляется, если к функциям 
трех переменных применить те же идеи, которые приводят к понятиям 
простого и двойного интеграла. 


§ 174. Определение тройного интеграла. 

Пусть внутри замкнутой поверхности 5 лежит несколько поверхностей 
5,, 5,, 5 3 , ... тоже замкнутых (черт. 172). Часть пространства, лежащую 

внутри 5 и вне поверхностей «Уз, «У,, «У 8 , . т 
будем называть объемом. Хордой объема на¬ 
зовем всякий отрезок, соединяющий любые 
две точки, лежащие на поверхностях, ограни¬ 
чивающих объем. 

Размером, или диаметром, объема на- 
зы ают длину наибольшей хорды, которую 
можно привести между двумя точками по¬ 
верхностей, ограничивающих объем. 

Размер, например, параллелепипеда есть 
длина его наибольшей диагонали. Размер эл¬ 
липсоида— длина его наибольшей оси. 

Пусть /(*, у, г) — функция, непрерывная 
во всех точках, лежащих внутри или на по* 
верхности некоторого объема V *). 

Разделим этот объем на достаточно малые 
части произвольной формы, которые назовем 
элементарными объемами , или даже просто элементами. Перенумеровав 
их в каком угодно порядке, обозначим их символами ѵ ѵ ѵ 2 , ... , ѵ п ~ 

Внутри или на поверхности каждого элемента ѵ к выбираем совершенно 
произвольную точку с координатами г ]А , С* и помножаем значение 
функции в этой точке на самый объем ѵ к . Получим произведение 

/(5*. V С*)»*. 


*) Функция может быть непрерывна внутри замкнутой поверхности н пре¬ 
рывна на ней. Так, например, если 2 — поверхность сферы 

* 3 +.У а -Н 

то функция,' 

ГД*. у> г )= ЛІ+ у і+і і_ аі 

непрерывна внутри сферы и обращается в бесконечность на ее поверхности. 
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Составив подобные произведения для каждого элементарного объема, 
обозначим через $ сумму всех полученных таким образом произведений: 

Чі» "Т Л-2 1 ^2» ^2^ ^2 “і"~ ./(5 0 1 Чв» ?і) I • ■ • Л^ я > Чц» 
или короче 

$ = 2/(2 л , Ча» С*)*Ѵ 


Если же символом йѵ мы обозначим общий тип элементарного объема, 
называемого также диференциальным объемом, то сумму $ мы можем 
представить в таком виде: 

* = 2/(*,Л г)йѵ, 

где под х у у, г мы должны разуметь координаты какой-нибудь точки, 4 
лежащей внутри рассматриваемого объема йѵ. 

Вообразим теперь бесконечный процесс, заключающийся в том, что 
от одного деления тела на элементы мы переходим к следующему деле¬ 
нию так, что размеры всех элементов бесконечно умаляются. В таком 
случае сумма $ становится суммой бесконечно умаляющихся слагаемых 
в бесконечно возрастающем числе, т. е. становится интегральной сум¬ 
мой. Предел ее называется тройным интегралом от функции 
/(*, у, г)у распространенным на данный объем, и обозначается или так: 


или короче так: 




/(*, у, г)йѵ, 


\/(х,у, г)йѵ, 
Р 


где вместо символа йѵ может быть поставлен всякий иной символ, 
избранный для обозначения типа элементарного объема. Внизу знака 
интеграла часто приписывают символы, которые должны указывать 
на тот объем, по которому берется интеграл. 

Следовательно, 

тройным интегралом от данной непрерывной функции, распро¬ 
страненным по данному объему, называется предел суммы всех 
произведений, получаемых от умножения каждого элементарного 
объема на значение функции в какой-нибудь точке этого объема: 

$/(*» У, г)і*вИш 2А*. у, г) йѵ. 

Рассматривая сумму 

^ = 2/(5/р Ча» 


мы видим, что слагаемые ее зависят от того, на какие элементарные 
объемы мы разделим данное тело и как произведем выбор точки в ка¬ 
ждом объеме. Возникает вопрос: не будет ли предел суммы 5 зависеть 
как от формы элементарных объемов, так и от выбора точек в них? 

Ясно, что в сумме 5 множители ѵ к есть, то, что мы называем эле¬ 
ментами интеграции, а множители /($ А , т) А , С*)^факторы при них. 

Если внутри объема ѵ к вместо точки (Е*, т) А , С*) мы выберем другую 
точку (Е А , т ік у ? к )> то сумма $ получит новое значение: 

$' = 53/(5*» і) А , 


23 * 
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Но так как точки (ё А , г 1А , С*) и (ё А , ») А , С А ) лежат внутри одного и 
того же элементарного объема и так как размеры элементарных объемов 
бесконечно малы, то все разности 

г и» V 

тоже бесконечно малы. Следовательно, факторы сумм 5 и отличаются 
друг от друга бесконечно мало, а потому по второму принципу 

Нш 5 = 1ІШ 

Так мы убеждаемся, что предел суммы г. е. значение тройного 
интеграла, не зависит от выбора точек внутри элементарных объемов. 
• Труднее доказать, что предел суммы $ не зависит также от формы 
элементарных объемов. Мы примем это пока без доказательства. Оправ¬ 
данием такого допущения может в известной степени служить то меха¬ 
ническое толкование тройного интеграла, которое мы сейчас рассмотрим. 

§ 175. Геометрическое значение тройного интеграла. 

Тройной интеграл имеет простое геометрическое значение в том слу¬ 
чае, когда подъинтеградьная функция равна единице. В самом деле, 
если в основном равенстве 

[\$/(*. У< *) аѵ = Нга V 

примем функцию /( х , у , г) тожественно равной единице, то имеем 

${$*>=пт 2 іѵ 

Но сумма всех элементарных объемов, очевидно, равна данному 
объему V , а потому 

и мы получаем теорему: тройной интеграл от функции, рав¬ 
ной единице, равен объему того тела, по которому 
он распространен. 

Но в общем случае, когда подъинтегральная функция не равна еди¬ 
нице, тройной интеграл не имеет геометрического значения, так как его 
не имеет и функция трех переменных. 

§ 176.*Механические приложения тройного интеграла. 

Пусть имеем неоднородное тело. Возьмем внутри него какую-нибудь 
точку р и мысленно выделим из тела достаточно малый объем ѵ так 
чтобы точка р была внутри него. Подобным образом расположенный 
объем будем называть объемом около точки р. 

Если т — масса, заключенная внутри объема ѵ , то отношение 

т 

ѵ * 
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т. е- отношение массы вещества к тому объему, в котором она 
заключена, называется средней плотностью вещества в рассматри¬ 
ваемом объеме. 

Если мы будем брать различные объемы около точки /?, то в общей 
случае мы будем получать различные средние плотности. 

Вообразим, что объем ѵ изменяется, бесконечно умаляясь так, что 
н пределе обращается в точку р. Для простоты можем вообразить, что 
объем ѵ есть шар с центром в р й что радиус этого шара бесконечно 
умаляется. 

Тот предел, к которому стремится средняя плотность 

т 

ѵ 

бесконечно умаляющегося объема ѵ, построенного около точки р, 
называется плотностью тела в точке р. 

Следовательно, если 

Ііш — — р, (1) 

.«-♦о'*' 

то р— плотность тела. 

Предположим теперь, что ѵ — бесконечно малый объем, т. е. объем, 
который вводится как вспомогательная величина и который только 
в будущем в окончательной формуле будет рредположен 
бесконечно умаляющимся. Обозначив через е разность 
между средней и истинной плотностью, получим равенство 

■<*> 

где 6 бесконечно умаляется одновременно с ѵ . Следо¬ 
вательно, если ѵ — бесконечно малый объем, то и е 
бесконечно мало. Имеем 

т = рѵ -(- гѵ. (3) 

В правой части оба слагаемых бесконечно малы, но порядок малости 
второго выше порядка первого, а потому 

рѵ. (4) 

К тому же заключению можно притти и так: из (3) имеем 

рѵ 1 р 

откуда 

Ііш — — 1, 

а потому (4). Получаем теорему: 

Масса вещества, заключенного в бесконечно малом объеме, 
эквивалентна произведению плотности в любой точке объема 
на объем: 



т рѵ. 


(5) 
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Рассмотрим теперь такую задачу: вычислить массу неоднородного 
тела, зная его плотность р в каждой точке. 

Очевидно, что р есть некоторая функция координат точки. Пусть 

Р=/(*. У, г). 

Делим тело на элементарные объемы 

ѵ ѵ ѵ 2 ,ѵ 3 , ... ,ѵ п 

и пусть т к —масса вещества в объеме ѵ к . Если р к —плотность в какой- 
нибудь точке (2 Л , і] Л , этого объема, то, как мы видели, 

т к = 9* ѵ *^/(ч> Ча» (6) 

Если теперь М — масса всего тела, то 

М=т 1 -\-т і -\-т 3 -\- ... = 

и это равенство, справедливое при всяком делении на элементарные 
объемы, будет справедливо и в пределе: 

М = \іт^т к , 

Заменяя же каждое бесконечно малое т к эквивалентной ему величи¬ 
ной, получаем: 

м = Нт $]/(&** Ча» V ѵ к = ,іга 53/(*» У> г ) іѵ - 

Но по определению правая часть есть тройной интеграл, а потону 
Теорема. Масса, заключенная в объеме, выражается тройным 
интегралом, распространенным на объем, а именно 

М У> *) Ов г 

где /(х 9 у , г) — плотнэсть тела в точке (дг, у 9 г). 

Какова бы ни была данная функция /( х , у , г), мы всегда можем 
вообразить себе тело, плотность которого в каждой точке равна значе¬ 
нию данной функции в этой точке: 

Р =/{х 9 у,г). 

Следовательно, всякий тройной интеграл с механической точки зре¬ 
ния всегда можно рассматривать как массу некоторого тела. 

Так как масса тела не зависит от того, на какие элементарные объемы 
мы будем делить тело, чтобы образовать интегральную сумму 

2РЛ = 2/<$*» Ча» С*К. 

то мы получаем доказательство, что предел интегральной суммы не зави¬ 
сит от способа деления тела на элементы. 

Рассмотрим также следующую задачу: найти координаты центра 
тяжести тела, зная плотность тела в каждой его точке. 

Сохраняя прежние обозначения, мы в каждом объеме ѵ к выбираем 
произвольно точку ч к с координатами Б А , і] А , С* и заменяем каждый 
элементарный объем ѵ к массы т к одной материальной точкой той же 
массы т к у сосредоточенной в точке ц к . Тогда получим систему мате- 
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рнальных точек т ѵ т ъ > т 3 , .. . , т п . Центр тяжести этой системы изо¬ 
лированных точек определится по формулам: 

Мх с = т х % 1 +/и 2 е 4 н- ... -Ь'»А = 5>ѵ*. 

'Чу,='* Чі + «*Ча 4-... + т„ц а = 2 т к ц к , (7) 

Мг е = т& -)-от,С 4 + • • • + '«А=5>А- 

Переходим к пределу, предполагая, что все ѵ к бесконечно умаляются. 
Те пределы, к которым при этом стремятся х е , у е> г е , примем за 
координаты центра тяжести данного тела. Пусть 

5 = Нтдг с , 7)=1іт.у,, С = Нт г с . (8) 

Из (7) следует, что 

Ж5 = 1іга2'яА- ЛІ>) :=::,1ш 2 /в *Ѵ ЛК = Нт2*и*С*- (9) 

Пусть р А —плотность в точке ») А , С*): 

Р Чѵ ^*)- (Ю) 

Так как 

т к *= ?к Ѵ к’ ( 11 ) 

то, заменяя в (9) каждый элемент интеграции т к эквивалентной ему 

величиной р к ѵ к , получаем 

уИ$=1ігп 2 р*5*«* = Ііп > 2/<А Ч*. **) Ь к ѵ к , 

и, следовательно, 

М 5 = /(х, у, г)хФо —^ рх (Іѵ. 

Аналогичные формулы, очевидно, имеем и для остальных координат 
і) и (, а потому 

Теорема. Координаты 5, т;, ; центра тяжести сплошного тела 
и его масса М определяются по формулам 

«.ыіі 

Мч= рх Фо, Мц = ру Фо, УИС = ^ рг Фо, 

где р =/(.*, у, г) — плотность тела. 

Видри что вычисления центра тяжести тоже приводятся к интегра¬ 
лам от функций трех переменных. 


§ 177. Элементарные параллелепипеды. 

Пока мы предполагали, что элементарные объемы, на которые мы 
делили наше тело, были произвольной формы. Их выгодно выбрать 
следующим образом. 

Установив в пространстве прямоугольную систему декартовых осей 
координат, проведем систему достаточно близких друг к другу плоско¬ 
стей, перпендикулярных к оси X. Этими плоскостями наше тело раз¬ 
делится на части, которые мы будем называть слоями тела. 
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Вторую систему плоскостей проводим перпендикулярно к оси V. 
Этой системой каждый слой тела разрежется на части, которые мы бу¬ 
дем называть столбиками. 

Наконец, проводим третью систему плоскостей, перпендикулярных 
к оси Е. Этиуи плоскостями каждый столбик разрежется на элемен¬ 
тарные параллелепипеды. 

Итак, тремя системами плоскостей, перпендикулярных к осям коор- 
.динат, мы разделяем пространство, а вместе с тем и наше тело на эле¬ 
ментарные параллелепипеды, которые распадаются на три класса: на вну¬ 
тренние, внешние и граничные, причем граничным параллелепипедом 
мы называем всякий параллелепипед, который имеет хоть одну общую 
точку с поверхностью объема. 

Докажем, что если размеры элементарных параллелепипедов будут бес¬ 
конечно умаляться, то сумма граничных параллелепипедов в пределе 

обращается в нуль. Для простоты пред¬ 
положим, что тело ограничено только 
одной поверхностью 5. Как увидим, до¬ 
казательство не зависит от числа поверх¬ 
ностей, служащих границами тела. 

Пусть Ь—наибольший из размеров 
элементарных параллелепипедов. Вооб¬ 
ражаем, что во всякой точке Р дан¬ 
ной поверхности 5 построена нормаль, 
на которой откладываем по ту и дру¬ 
гую сторону от р отрезки рр г и рр п г 
длиной равные X. Если такое построе- 
Черт. 174. ние мы сделаем для каждой точки р 

поверхности 5, то ясно, что точки р" 
в своей совокупности дадут некоторую поверхность внутри которой 
будет заключена данная поверхность 5; точки же р 9 дадут некоторую 
поверхность 5', лежащую внутри 5. Пусть т — объем той части простран¬ 
ства, которая заключена между поверхностями З 1 и Эта часть про¬ 
странства имеет вид слоя, за толщину которого мы примем величину 2). 

Геометрически ясно, что все граничные параллелепипеды, сумму ко¬ 
торых обозначим через лежат внутри слоя т, а потому 

Если же заставим величину X бесконечно умаляться, то очевидно, что 

Ни т = 0. 

Следовательно, и 11т %= 0, а потому 

Теорема . Сумма всех граничных элементарных параллелепипедов 
в пределе равна нулю. 

Опираясь на эту теорему, легко доказать, что при вычислении трой¬ 
ного интеграла как предела суммы можно пренебрегать граничными 
параллелепипедами. В самом деле, составам сумму 5. 

Обозначим через ѵ к общий тип внутреннего элементарного паралле¬ 
лепипеда, а через ѵ' н — общий тип тех частей граничных параллелепи¬ 
педов, которые лежат внутри поверхности $• Каждый ѵ к дает для сум¬ 
мы 5 слагаемое типа: 
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.Каждая же часть ѵ' н дает слагаемое типа: 

/( 5 *. Чѵ ^н) ѵ Н' 

а потому _ . 

5 =Е/(^ ч*.с,)ѵ*4- ^ 

внутр. 

граи. 


где 


( 1 > 

(2) 


Пусть М — наибольшее значение модуля функции в рассматриваемой 
области. Следовательно, при всяком х , у , г 


т а потому из (2) 


| /(х,у, 

в'^Л*2Х- 


Так как в пределе сумма всех граничных параллелепипедов, тем 
более частей их, равна нулю, то 

Ипі $' = 0, 

и из (1) следует, что $ 

1ітд = 1іш2/(5 Л , Ч Л , С*)<у 


Теорема . При вычислении тройного интеграла как предела, 
суммы граничными параллелепипедами можно пренебрегать. 

Следовательно, в дальнейшем мы можем на граничные параллелепи¬ 
педы не обращать никакого особого внимания. 


§ 178. Обозначение тройного интеграла. 

При обозначении тройного интеграла пользуются различными си¬ 
стемами. Прежде всего пишут, смотря по личной склонности, то один 
знак интеграла, то три. 

Далее, подъинтегральное выражение всегда должно изображать общий 
тип слагаемых, входящих в интегральную сумму. С этой целью берут 
какую-нибудь букву, например ѵ , и символом Дх* или чаще символом 
Лѵ обозначают общий тип элементарного объема. Ввиду внешнего сход¬ 
ства такого обозначения с обозначением диференциалов величин элемен¬ 
тарный объем часто называют диференциальным объемом, или диферен- 
циальным элементом пространства. Но необходимо помнить, что на 
символ Аѵ в данном случае надо смотреть как на нечто одно целое, 
где Анѵ в отдельности не имеют самостоятельного значения. 

В конце концов тройной интеграл обозначается одним из следующих 
двух символов: 

\Ѵ(*. у. г) Лѵ, \\[/(х. у, г) Лѵ, 

где вместо буквы ѵ каждый по своему желанию может поставить дру¬ 
гую букву. Большим предпочтением в этом случае пользуются буквы 
т, а, а также О, Поэтому часто встречаются такие обозначения: 

\ /(х, у » г) Ат, \ /С х , у , г) Ао, У* *) 
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и им подобные. Внизу интеграла иногда приписывают символ, указы¬ 
вающий на тот объем, по которому берется интеграл. Но очень часто 
его не пишут, а только держат в уме. 

Деление тела на элементарные параллелепипеды привело еще к од¬ 
ному обозначению, которое очень удобно и которым поэтому наиболее 

часто пользуются. 

2\ Разделим тело на параллелепи¬ 

педы тремя системами плоскостей, 
перпендикулярных к осям коорди¬ 
нат. Пусть Дл; — общий символ рас¬ 
стояния между двумя соседними плос¬ 
костями, перпендикулярными к оси 
Х\ через Ду обозначим расстояние 
между двумя какими-нибудь соседни¬ 
ми плоскостями, перпендикулярными 
к оси У; наконец, Дг пусть будет 
общий символ расстояния между дву¬ 
мя произвольно взятыми соседними 
плоскостями, перпендикулярными к 
, оси 2Т. В таком случае ясно, что объем 
Черт. 175. всякого элементарного параллелепи¬ 

педа представится произведением типа 
ДхДуД?, а потому слагаемые суммы 5 будут типа /(х,у, г)АхЛу1г. 
Поэтому мы[ можем написать равенство: 

$=2/(*> У' *) 

Такое' изображение суммы 5 повело к следующему обозначению 
тройного интеграла: 

г)йхйу йг. 

Это обозначение очень удобно, так как оно хорошо напоминает 
лроисхождение тройного интеграла. Мы имеем основное равенство: 

ІЙ /(•*. У, г) йх йу йг — Ііго 2/(*. У> *) ДхАуІг. 

$ 179. Основные теоремы о тройном интеграле. 

Обозначаем символами ѵ ѵ ѵ г , ѵ 3 . ѵ п элементарные объемы; 

С*— координаты точки, выбранной внутри объема ѵ к . 

Теорема. Постоянный множитель можно внэсить под знак ин¬ 
теграла, а следовательно, и выносить из под знака интеграла: 

ІЙ А Л*»-У> А Й5 ^ Х> У ' г * аѵ ' 

Доказательство. Имеем равенство: 

Чд» = 2/^л» Г М> ^ь) ѵ ь ш 

Переходя к пределу, получаем теорему. 

Теорема . Интеграл от суммы функций равен сумме интегралов 
от слагаемых: 

{Й {*<■*> У> 2) ± ф(*. у, г) } йч> шиЩ<р йѵ ±ЭД ф Ло. 
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Доказательство. Имеем: 


2 {?(^а* Ча» У-Ь’И^ Ча» С*)} ^дг — 

в 2<р(5*. Чй- с*)ѵ*±2Ф^, ч*. у »*■ 

Переходя к пределу, получим теорему. 

Теорема. Интеграл по всему объему равен сумме интегралов 
по всем тем частям, на которые разделен данный объем; следова¬ 
тельно, если данный объем V разделен на две части Ѵ* и Ѵ 2 , то 

Й7/(*. у, г) йѵ= \\\/{х, у, г)аѵ+ У> г ) л ^ 

V Ж ;у. 

Доказательство. Разделив данный объем V на элементарные 
объемы, мы слагаемые суммы 1 

Чк*'^*) ѵ к 

разделим на две группы. В одну соединяем те, которые составлены 
с помощью только элементарных объемов, принадлежащих части Ѵ г ; 
слагаемые, составленные с помощью элементарных объемов, принадлежа¬ 
щих к части Ѵ 2 у дадут другую группу. Имеем равенство 

Ч*> = > Ча» У ѵ кЛ~ 5і/(^а» Ча* ^а)^а* 

V Уі ѵ л 

Переходя к пределу, получим теорему. 


§ 180. Заключение. 

1. Тройным интегралом от непрерывной функции, распространен¬ 
ным на данный объем, называется предел суммы всех произведений 
каждого бесконечно умаляющегося элементарного объема на значение 
функции в какой-нибудь его точке: 


Теоремы: 


X у у у х) йѵ — ІІ1Л 2 /(*, у у г) Дѵ. 


1) ^ Л/( х, у, г)йѵ = А \/(х т у , г)(1ѵ, 

2) ^(<р-4-фЫх> = ^ 

3) \/ао= \/<Іѵ -{-Г/Лі; 

Ѵі -г Уі Уі Уі 

4) \(іѵ= V. 


Масса и центр тяжести определяются формулами 

М — 

МІ = \%х<іѵ, Мц=^ру4ѵ> уѴГС = ^ р-гг йѵ. 



ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ШЕСТАЯ 


ВЫЧИСЛЕНИЕ ТРОЙНОГО ИНТЕГРАЛА. 

Тройной интеграл может быть вычислен весьма разнообразными спосо¬ 
бами в зависимости от того, по какому закону мы данный объем разбиваем 
на элементарные объемы и как мы их потом соединяем в начальный объем. 


§ 181. Вычисление интеграла в декартовых координатах. 

Пусть V — объем, ограниченный только одной замкнутой [поверхно¬ 
стью 5*, относительно которой предположим, что она всякой прямой, 

параллельной оси 2, пересекается 
только в двух точках. Если это 
условие не соблюдено, то предва¬ 
рительно разделим данное тело на 
такие части, для каждой из ко¬ 
торых удовлетворялось бы это 
условие. 

Пусть і — прямая, перпендику¬ 
лярная к плоскости XV и распо¬ 
ложенная вне поверхности 5. Мы¬ 
сленно придвигаем ее к поверх¬ 
ности 5, по$а она не коснется 
этой поверхности, и потом об¬ 
водим ее около поверхности так, 
чтобы она все время касалась 
поверхности и оставалась перпен¬ 
дикулярной к плоскости ХУ . По¬ 
лучим цилиндрическую поверхность, которую обозначим через Я. Она 
касается поверхности 5, а ее образующие параллельны оси 2. Поэтому 
поверхность Н описана около 5, а 5 вписана в нее. 

Пусть С —линия, по которой касаются // и Ее проекцию на пло¬ 
скость XV обозначим через С\ Очевидно, что Н пересекается с пло¬ 
скостью XV как раз по С. 

Мы предположим, что всякая прямая, параллельная оси К, на пло¬ 
скости XV пересекает контур С только в двух точках. Если это усло¬ 
вие не соблюдено, то мы предварительно разделим данное тело на такие 
части, для каждой из которых это условие соблюдалось бы. 

Пусть, наконец, аА и ЬВ — крайние ординаты контура С . Площадь, 
ограниченную этим контуром, обозначим через А. Точками А и В кон¬ 
тур С делится на две части. 

•Ординату части АРВ обозначим через і) ; , ординату части АѴВ — 
через ц*. Пусть 

л,=Х(х), = »(*). ( 1 ) 




Контуром С поверхность 5“ делится на две части: на нижнюю 5^ и 
верхнюю 5* 3 . Апликату первой обозначим через апликату второй че¬ 
рез Сз- Пусть 

Сі=<Р(*. У), С, — <!>(*, у). 

Воображаем теперь, что тремя системами плоскостей, перпендикуляр¬ 
ных к осям, наше тело разделено на элементарные параллелепипеды. 

Плоскости , перпендикулярные к оси X , деля тело на слои, разделят 
площадь А на полосы. Пусть Р(ЮѴ —одна из таких полос. Над нею 
расположен соответствующий ей слой тела. 

Плоскости, перпендикулярные к оси У, деля слои на столбики, раз¬ 
делят площадь А на прямоугольники. 

Пусть Р($Р5 —один из таких прямоугольников; назовем его прямо¬ 
угольником -до. Над ним расположен соответствующий ему столбик. 

Координаты точки Р пусть будут х и у • 

Все столбики плоскостями, перпендикулярными к оси 2Г, делятся на 
элементарные параллелепипеды. 

Таким образом, сначала тело делится на слои, потом слои на столбики 
и, наконец, столбики на элементарные параллелепипеды. Обратно, эле¬ 
ментарные параллелепипеды группируются в столбики, столбики в слои, 
слои же в тело. 

Рассмотрим теперь сумму 

У, 2)ЬхАуЬг. (2) 

Соединяем ее слагаемые в отдельные группы, относя в одну группу 
все те слагаемые, которые принадлежат параллелепипедам, лежащим 
в одном и том же столбике. Такую группировку мы будем называть 
суммированием по столбику или вдоль столбика. 

Через обозначим сумму всех тех слагаемых, которые составлены 
с помощью параллелепипедов, принадлежащих одному и тому же стол¬ 
бику, стоящему над прямоугольником г ш > что запишем так: 

и» 

Во всех слагаемых этой суммы Дд: и Ду одни и те же; так же одни 
к те же х н у, Значения же г различны и они заключены в пределах: 

= <р (дг, у), = ф (.г, у), 

где х и у имеют значения, равные координатам точки Р. 

Поэтому мы запишем так: 

5 *> — \У1 і К х ' у> ЬхЬу, ( 3 ) 

Сі 

вынося ДлгДу общим множителем . 

Складываем теперь все суммы относящиеся к одной и той же 
какой-нибудь полоске РОІІѴ . Мы будем говорить, что суммируем вдоль 
слоя, или вдоль полоски, или параллельно плоскости Ѵ2. 
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При этом суммировании во всех суммах как х так и Дх будут 
оставаться одни и те же, но у будет меняться от з; 2 до з) 2 . Поэтому 
согласно (3) результат суммирования вдоль слоя можно представить так: 

т .і 

г)Дг]Ду}д*, (*) 

т іі Сі 


вынося Дх общим множителем. 

Теперь остается сложить все суммы, относящиеся к различным слоям. 
При этом х меняется от а до а потому 

*=2 { ІІ Й д*’ у* г) Н д ^} 

а 7] 4 : 4 


Переходим к пределу. Имеем: 

Ь ѵ* 

1іт$ = 1іпі^ |ііш^ [ 1іт У' *) Дз| Ду} Дх = 

а г і4 Сі 

* '■* *і=Ф(*..у) 

-=1іш ^ \ 1іт Х [ $/(*. ^ *) *] 4 у} 

а і)і Сі ==?(*, у) 


ПО 


Во внутренних скобках, когда мы проинтегрируем данную функцию 
г, мы получим функцию только х и у. Поэтому 

и ѵ. _/ .л г _ .і / „ 


Нт 5 


Ь Ч* = И- Сі = 'И*,.У) 

= 21 [ 5 ( \ Я*. У> г )) Л У\ <* х - 

а = } Ы І4=5в(х. ѵ) 


В квадратных скобках стоит уже функция только одного х л а потому 
окончательно: 


т>* С# 


Ит 5 == ^ ^ ( [/ (х, у, г) йг ) йу\ йх. 


о тл с. 


(5) 


Но левая часть есть тройной интеграл. Мы видим, что он выразился 
через три последовательных простых интеграла. 

Повторим вкратце предыдущее рассуждение. Группируя слагаемые 
сначала по столбикам, потом вдоль слоев и, наконец, вдоль оси X , мы 
имеем равенство: 

Ь Та С* 

^/(•*> Д'. г)Д.*Ду4г = 2Ш 2>.* г) Дг) Ду| Дх. 

а г,і Сі 


В пределе каждая сумма обращается в соответствующий интеграл, 
а потому 

Теорема . Тройной интеграл может быть получен троекратным 
простым интегрированием данной функции сначала по одному пе¬ 
ременному, затем по другому и, наконец, по третьему: 


Щ/<*. У, [ \/(х, у, г) йг\йу\ Лх, (6) 

в т а ^ 
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причем пределы ^ и С 2 первого интеграла суть функции двух, 
остальных переменных; пределы г іг и т) 2 второго интеграла — функ¬ 
ции последнего п.ременного; пределы третьего интеграла — по¬ 
стоянные величины. 

При применении на практике полученной формулы надо помнить, что 
каждое интегрирование соответствует суммированию или по столбикам, 
или по слоям. Поэтому когда мы производим первое интегрирование 
по г, то мы на плоскости ХУ в произвольной точке (х, у) восставляем 
перпендикуляр, который должен изображать столбик, и смотрим, если 
итти по перпендикуляру внутри тела, то в каких пределах меняется г. 
Эти пределы будут пределами интеграла по л. Они являются функциями 
х и у. 

Затем мы должны собрать все столбики, принадлежащие одному и 
тому же слою. Для этого, оставляя х постоянным, изменяем у и находим 
те пределы, в которых он изменяется, пока перпендикуляр в точке (х, у), 
перемещаясь параллельно плоскости УХ, пересекает тело. Эти пределы, 
будучи функциями х , служат пределами интеграла по у. 

Наконец, предел интеграла по х найдем, рассматривая крайние зна¬ 
чения х для точек данной поверхности 5. 

Для вычисления тройного интеграла мы получили формулу, в кото¬ 
рой интегрирование производится сначала по л, потом по у и, наконец, 
по х. 

Этот порядок получился, очевидно, потому, что мы сначала собирали 
слагаемые по вертикальным столбикам, затем по слоям, параллельным 
плоскости УХ, и, наконец, суммировали вдоль оси X. 

Но группировать слагаемые можно и в ином порядке. Мы могли бы 
сначала суммировать по столбикам, перпендикулярным плоскости УХ, 
затем по слоям, параллельным плоскости ХУ, и, наконец, вдоль оси X. 

Тогда мы первое интегрирование получили бы по *, второе по у , 
третье по г . 

Поэтому очевидно следующее общее заключение: 

Чтобы получить тройной интеграл, надо подъинтегральнуко функ¬ 
цию проинтегрировать по каждому переменному все равно в каком 
порядке» 

Но при этом надо всегда обращать самое тщательное внимание на 
пределы каждого интегрирования. С изменением порядка интегрирования 
эти пределы почти всегда меняются. 

Можно получить и другие формулы для вычисления тройного интег¬ 
рала. Отметим две из них. 

Когда мы просуммируем вдоль столбика, стоящего над прямоуголь¬ 
ником <ш, и получим сумму 

г 

Д х > У' *) Аг ) У< 

то таких сумм а ю мы будем иметь столько, сколько прямоугольников 
внутри контура О, и ясно, что основная сумма а равна сумме всех 
а потому 

с 

*=Х (2^ Уі *> д *) 

Сі 


ЗбТ 



и, следовательно, 


Ига 5 = Ііш ^ ^/(■*”» У» г) к *) Дл; Дд/. 

с! 

Интеграл в скобках есть функция только х и у. Нели на время по¬ 
ложить 

-■=*!(*. .ѵ) 

§/(Х'У' *)йг~т(х,у), 

ТО 

Ііш 5 = Нт 2 «С*» З') Д* 4у. 


и ясно, что в правой части мы имеем предел суммы, каждое слагаемое 
которой получается от умножения элементарной площадки ДлгДу на зна¬ 
чение функции ш(х,у) в какой-нибудь точке этой площадки. Следова¬ 
тельно, это двойной интеграл: 

Ііш 5 = ЭД(^/( х , у , г) Аг | Ах Ау , 

а І 


я потому имеем вторую формулу: 

У* г)АхАуАг — \^ (^/(л:, У . *)</*) 



Наконец, третью формулу по¬ 
лучим так. 

Обозначим через О х тот кон¬ 
тур, по которому плоскость Я, 
перпендикулярная к оси X в ка¬ 
кой-нибудь точке х % пересекает 
поверхность 5. С изменением х 
этот контур меняется. 

Слагаемые суммы 

•у — 2 /(*. У> г)±х\уАг 


сгруппируем так: соединим в одну 
группу все те слагаемые, которые 
относятся к параллелепипедам, ле¬ 
жащим в одном и том же слое, 
перпендикулярном к оси X. 

Обозначим через сумму той 
группы, которая относится к слою, 
ограниченному плоскостями, перпендикулярными к оси X в точках х 
и х-\-Ах. Все параллелепипеды этого слоя имеют одну и ту же вы¬ 
соту Ах, основания же их покрывают площадь, ограниченную кон^ 
туром О х . Поэтому можно написать, что 


У• г)Ьу\г} Длг. 


и, следовательно, 


« — ^ (Щ у> Ьу Ьг) Ьх 


а и х 


В пределе сумма в скобках обратится в двойной интеграл от функции 
переменных у и г по площади, ограниченной контуром О х : 

Нт ^/(лс, у, г) &у±г = ^/(*, у, г) йу йг, 

и с и * 

Ь 

Нт$ — ^ У> г)йуйг} йх, 

и «х 

Ь 

^ /(л с, у, г) йхйуйг = \ {^ /(х, у, г) йу йг} йх (7) 


а потому 


и, следовательно, 


Мы получили три формулы. 

Теорема. Тройной интеграл может быть вычислен по одной из 
трех формул: 

$/(*. У> *) йѵ = 

= Л5 [5 /(ХіУ, г) <*г] йу} йх= 

а 1і Сі 

С, 

= Ц {$/(*. у, г)йг}йхйу= 

А Ч 

“I {5 /(*• У> 2) Л У йх \ **• 

а и х 


Но при выводе этих формул плоскость ХУ у нас играла особую 
роль, которую с таким же правом может играть как плоскость XX, так 
и плоскость УХ. Беря любую из них вместо ХУ, получим новый ряд 
формул, которые от полученных будут отличаться тем, что буквы х, у, 
2 в них будут итти в другом порядке. 

В частном случае из формулы (3) легко получить уже знакомую нам 
формулу для объема тела произвольной формы. 

Если мы тело, ограниченное поверхностью 5, пересечем плоскостью 
Р, перпендикулярной к оси X в точке х, то в сечении получаем контур 
О . Он ограничивает на плоскости Р некоторую площадь, которую 
обозначим через и х и которую назовем плоскостью сечения. Очевидно, 
что и х есть функция х. 

Если теперь в равенстве 

ь 

\\]7(*>.У. г) йѵ = ^ {ЭД/С*. у. г )йуйг } йх 

Ы Ѵ а Х а я 

-4 Курс математического анализа, ч. 11 I. 
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примем /(х,у, г)—\, то получаем: 

Ш*=Н8 фЛ } Лг - 

V а и л 

Но это равенство немедленно же обращается в равенство: 

ь 

* Ѵ=^и х <іх, 

а 

а потому уже известная теорема: объем любого тела равем 
интегралу от площади сечения тела плоскостью, пер¬ 
пендикулярной к оси. 

§ 182. Тройные обобщенные интегралы. 

Мы пока предполагали, что подъинтегральная функция в тройном интег¬ 
рале непрерывна. Но можно понятие о тройном интеграле обобщить и 
на случам прерывных функций. 

Пусть функция ${х,у*г) прерывна внутри поверхности 5 в точках 
р ѵ р ѵ ... ,р т . Около каждой точки р* воображаем замкнутую поверх¬ 
ность пусть ѵ к — пространство, ограниченное ею. 

Из данного объема V мысленно выкидываем 
объемы 4 Ѵ ѵ», ... , ѵ т . 

Пусть V' — оставшийся объем. Внутри него 
данная функция уже непрерывна, а потому мы имеем 
право говорить об интеграле, взятом по объему V 1 . 



Пусть 


V 


Воображаем, что объемы гг,, г> 2 , ... >ѵ т около 
Черт. 178. точек прерывности бесконечно умаляются. Предел 

интеграла С, если только этот предел сущест¬ 
вует и конечен, называется обобщенным тройным интегралом от 
прерывной функции. Следовательно, по определению 

/С Х,у, г)аѵ — Пт^ \[\/(х,у, г)йѵ. 

Так вводится понятие об обобщенных тройных интегралах, распро¬ 
страненных на объемы, ограниченные со всех сторон. 

Но вообразим, что поверхность 5 меняется, уходя всеми своими 
точками, или только некоторыми, в бесконечность. Предел интеграла 


$№/(*» .У. г)йхйу іг. 


если только этот предел'существует и конечен, дает нам обобщенный 
интеграл, распространенный на неограниченный объем. 
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§ 183. Тройной интеграл в полярных координатах. 

Пусть С — замкнутый контур на сфере 2 радиуса г с центром в О. 
Проведя прямые через центр О и все точки контура С, получим кони¬ 
ческую поверхность с вершиной в О. Объем тела, ограниченного этой 
конической поверхностью и сферой 2» обозначим через ѵ и будем 
называть его сферическим конусом; часть же сферы, ограниченную кон¬ 
туром С, назовем сферическим основанием конуса и площадь ее обозна¬ 
чим через о. Геометрически очевидно, что объем ѵ сферического конуса 
во столько раз меньше объема всей сферы, во сколько раз площадь ш, 
служащая его основанием, меньше площади всей сферы: 


ѵ (0 



4пг 2 ’ 


откуда 



О) 


Объем сферического конуса равен одной трети произведения 
радиуса сферы на площадь сферического основания. 

Видим, что при вычислении объема сферического конуса его можно 
рассматривать как обыкновенный конус с -высотой, равной радиусу, и 
площадью основания, равной сферическому 
основанию. 

Дадим радиусу г приращение Дг и опи¬ 
шем новую сферу 2* радиусом г-{-Дл По¬ 
лучим новый сферический конус ѵ\ огра¬ 
ниченный прежней конической поверхно¬ 
стью и сферой Разность ѵ 9 — ѵ , ко¬ 
торую обозначим через Дтг, равна объему Черт. 179. 

тела, ограниченного конической поверхно¬ 
стью и сферами 2 и 2!: Если <*>' —площадь, вырезаемая конической 
поверхностью из сферы то согласно (1) 

*' = і-(г+Дг)«.'. 



Но площади ш и са г относятся как квадраты радиусов: 

40 Г 2 \ Г ) 

а потому 


* Дг 1 , (Дг)Э 

Дг> = ®' — ѵ = <л1г -]-« — + ’ 


, ■ Ьг . (Дг) 8 
шАг ""г" г ' Зг* 


24 * 
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Если Д г бесконечно умаляется, то 

Іііл —“-= 1» Д ѵ^шЬг. 

(оДг 

Теорема . Если Дг бесконечно мало, то 

Дф^мДг. (2) 

Следовательно, с точки зрения эквивалентности тело Дт> можно рас¬ 
сматривать как прямой цилиндр с основанием ш и высотой Дг. 

Заметив это, рассмотрим вычисление тройного интеграла в полярных 

координатах. 

В полярных координатах положение 
точки М определяется тремя величинами 
(черт. 180): 1) ее расстоянием г от начала 
координат, 2) углом ф, который образует 
с плоскостью Х2 плоскость, проходящая 
через точку М и ось 2, 3) углом 1. между 
осью 2 и радиус-вектором ОМ. 

Угол ф равен углу между осью X и 
проекцией ОР радиус-вектора ОМ на плос¬ 
кость XV. 

Величины г, ф, X называются радиус- 
вектором точки М, полярным ее углом, или 
долготой, и ее азимутом, или дополнением 
до широты. 

Чтобы всякую точку в пространстве 
можно было определить этими тремя величинами, достаточно, чтобы г 
мог принимать любое значение от 0 до -{-оо. Угол ф достаточно менять 
только от 0 до 2тг, а угол X — от 0 до тт. 

Нетрудно видеть, что полярные координаты связаны с декартовыми 
равенствами: 

х = г з!п X С05 ф , 

ДГ = Г5ІпХ$ІПф, (3) 

2 =г со$Х. ц 

Если мы будем менять только г, оставляя ф и 1 одними и теми же» 
то точка М опишет луч, выходящий из начала координат. Меняя только 
угол ф, оставляя при этом г и X одними и теми же, мы заставим точку 
М описать на сфере 2 круг, параллельный плоскости XV. При измене¬ 
нии только угла X точка М опишет на той же сфере меридиан. 

Обратим внимание на те поверхности, которые определяются зна¬ 
чением только одной координаты при произвольных значениях двух 
остальных. 

Если нам дано только значение г, если, например, г = но X и ф 
произвольны, то точка М лежит на сфере радиуса I. Следовательно, 
одним значением только радиус-вектора определяется сфера с центром 
в О. Давая г все возможные для него значения от 0 до -(-оо, получим 
семейство сфер с центром в О. 

Если дано значение ф, а именно если ф=а, то все соответствующие 
точки будут лежать на плоскости, точнее говоря, на полуплоскости, про¬ 
ходящей через ось 2 под углом а к плоскости Х2. 
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Все точки, для которых X одно и то же, лежат на конической по¬ 
верхности, которую получим, проведя какой-нибудь луч ОМ под углом 
X к оси 2 и затем вращая его вокруг оси 2 при сохранении угла его 
наклона к этой оси. 

Итак, одним значением для г определяется некоторая сфера; одним 
значением для <р определяется полуплоскость; одно значение для X опре¬ 
деляет коническую поверхность. 

Эти сферы, полуплоскости и конические поверхности называются ко¬ 
ординатными поверхностями. 

Если нам даны г, <р, X, то тем самым нам даны три координатных 
поверхности: сфера, полуплоскость и коническая поверхность. Та точка Ж, 
в которой пересекаются эти три поверхности, и есть точка с координа¬ 
тами г, <р, X. 

Таким образом, через каждую точку М проходят три координатных 
поверхности. 

При вычислении тройного интеграла в декартовых координатах мы 
делили пространство на элементарные объемы тремя системами плоско¬ 
стей, перпендикулярных к осям координат. В полярных системах коор¬ 
динат естественно прибегать к другому способу деления. 

Если мы радиус-вектору г дадим ряд значений г л% г 2 , г 3 , ... г л ,..., 
го мы получим систему концентрических сфер. Те части, на которые 
ими разделится пространство, будем называть сферическими слоями. 

Давая азимуту X ряд значений X,, Х 2 , ) 3 , . •. , мы получим систему 
конических поверхностей; они разделят пространство на конические слои . 

Если дадим углу <р ряд значений фі . ф з > • • • » то получим си¬ 
стему полуплоскостей. Ими пространство делится на плоскостные слои , 
или клинья. 

Итак, имеем три типа слоев: сферические, конические и клинооб¬ 
разные. 

Если мы возьмем какой-нибудь один из этих слоев, то он любой 
другой системой координатных поверхностей разобьется на части, кото¬ 
рые будем называть брусками. Так, сферический слой системой кони¬ 
ческих поверхностей разобьется на бруски кольцеобразной формы, а си¬ 
стемой полуплоскостей — на бруски серповидной формы. 

Конический слой, слой между двумя комическими поверхностями, раз¬ 
режется концентричными сферами на кольцеобразные бруски, а полу¬ 
плоскостями — на клинообразные. Плоскостной слой между двумя полу¬ 
плоскостями делится сферами на серповидные бруски, а коническими 
поверхностями — на клинообразные. 

Необходимо привыкнуть достаточно отчетливо представлять себе эти 
слои и бруски. 

Если мы проведем систему сфер, систему полуплоскостей и систему 
конических сечений* то пространство разобьется ими на части, которые 
бу^дем называть элементарными объемами в полярных координатах . 

Пусть йѵ — общий символ такого объема. Рассмотрим его форму. 
Воображаем, что сначала мы провели систему концентрических сфер. 
Пусть 2- одна из них радиуса г, а 2* — смежная с нею радиуса 
г-|-Дг, причем Аг>0 (черт. 181). Между этими сферами имеем сфери¬ 
ческий слой. Назовем его слоем і. Проводим теперь систему конических 
поверхностей. Ими каждый сферический слой разобьется на кольцевидные 
бруски. 
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Пусть К и К 1 — две какие-нибудь смежные конические поверхности, 
азимуты которых 1 и Х-]-Д\, причем ДХ>0. Этими поверхностями из 
ранее взятого нами сферического слоя I вырежется некоторый брусок О. 
Когда мы, наконец, проведем систему полуплоскостей, то ими все 
бруски разделятся на элементарные объемы. 

Пусть йѵ — тот объем, который две полуплоскости <р и ср вы¬ 

резывают из бруска О. Следовательно, йѵ есть объем, ограниченный: 
I) двумя сферами радиусов г и 2) двумя коническими поверх¬ 

ностями азимутов X и Х-}-ДД* 3) двумя полуплоскостями ер и ср-|-Дер. 

Если через ш обозначим пло¬ 
щадь кривого сферического эле¬ 
ментарного четырехугольника 
МММ*М 1 \ то по формуле (2) 

йѵ юАг, (4) 

если Дг, ДХ, Д*р бесконечно малы. 
Здесь М — та точка, координаты 
которой (г, X, <р). 

Если МО, — перпендикуляр из 
М на ось 2, то легко видеть, 
что дуга ММ есть дуга окруж¬ 
ности радиуса ф/И с центром в Поэтому ее длина равна (2М*ку . 
так как Д<р равно углу между радиусами С}М и ($М . Но ясно, что 
@Ж=/ , 5іпХ, а потому 

ММ І = г$іп\ Дер. 

Также очевидно, что 

ЛШ" г = гДХ. (5) 

Но площадь (в четырехугольника МММ 19 М” эквивалентна произведе¬ 
нию ММ • ММ" , а потому 

5іпХДрДХ. 

Принимая во внимание (4), заключаем: 

В полярных пространственных координатах элементарный объем 
йѵ ^ г- $Іп ХАгДрДХ. (6) 

Пусть теперь имеем тройной интеграл 

О=/(х, у, г) йх йу йг. (7) 

Тот объем, на который он распространен, делим на элементарные 
объемы в полярных координатах. Каждый такой объем йѵ помножаем 
на значение функции /( х,у , г) в какой-нибудь его точке. Выражая А% в у, г 
в полярных координатах и заменяя йѵ эквивалентным ему выражением, 
мы вместо слагаемого 

/(х,у, г)йѵ 

получим слагаемое 

/(г $іп X соз <р, г зіп 1 8іп ер, г соз X) г 2 $іп ХАг Дер ДХ. 

Предел всех таких слагаемых и даст нам интеграл О, а потому: 
о = ®/(*. У, г) йѵ = Ига у, г) г 2 5Іп Иг Д'.р ДХ, 
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где в правой части дг, у , г должны быть заменены их выражениями через 
.г, и 

Чтобы теперь вычислить предел суммы правой части (8), мы посту¬ 
паем так же, как в случае декартовой системы. Все слагаемые суммы 

у, г) г 2 зіп X ДгДф ДА 

мы можем делить на различные группы. Мы можем поступить, напри¬ 
мер, так: соединить в одну группу те слагаемые, для которых ср и 1 
одни и те же. Это будут слагаемые, отно¬ 
сящиеся к элементарным объемам, лежащим 
между двумя какими-нибудь полуплоскостями 
<р и и двумя коническими поверхно¬ 

стями I и X —ДХ. Во всех этих слагаемых ср, 

А, Дф и ДА одни и те же, а потому Дф и ДА 
могут быть вынесены за скобки: 

*=X {Х^*’ у ’ г ) Г * 5іп * 

После этого мы можем внутренние сум¬ 
мы собрать в новые группы, относя в одну 
группу те из них, для которых А и ДА одни 
й те же, а меняется только ср. Получим Черт. 182. 

столько групп, сколько плоских слоев. Тогда 

соединяем все эти слои в первоначальную сумму $. Получаем^ 
—Е[Е{2> ,у, г) г 2 зіпХіг }л*]д<р. ' 

Переходим теперь к пределу. При этом каждая сумма обратится 
в соответствующий интеграл и мы получим: 

Ид., у, г)4хйуйг=^\{\ /(х,у, г) г* 5іп 1 | 

где в правой части каждый интеграл берется между соответствующими 
пределами. 

Если бы мы стали группировать элементарные объемы в другом по¬ 
рядке, то и в окончательной формуле интегрирование ѵ по переменным 
тоже получилось бы в другом порядке. 



Решим, например, такую задачу: вычислить координаты центра тяжести 
однородного тела, ограниченного сферой радиуса а и конической поверхностью 
с вершиной в центре сферы и с углом а между ее осью и образующими. 

• Пусть р — плотность тела. Поместим начало координат в центре сферы. Ось 
конуса примем за ось 2. Оси X и У возьмем в перпендикулярной к ней пло¬ 
скости, безразлично как. 

.Если ЛІ — масса тела, ?, т), С —координаты центра тяжести, то из симметрии 
тела относительно оси ясно, что центр тяжести лежит на ней, а потому 5 = л 
Далее, общие формулы дают - 

Л!=$ед, аѵ, лк = рг аѵ. 

Переходя к полярным координатам, имеем: 
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Интегралы берутся по всему телу. 

Если мы будем при постоянных X и ? интегрировать сначала по г, то г 
надо менять от 0 до а ; затем у меняется от 0 до 2к; наконец, X — от 0 до а. 
Имеем: 

I а 2* а 

г*зіп | //X, 

о 1 о о 

<* 2л а 


008 ^ 8ІП ^ ^ ^ 


Вычисляя интегралы, найдем^ 

,, 2гс ,, ч о ѵ За 1 — соз*і За , л , . 

Л1=зР(1-со 8а )^ : . = т 1-со 3а = 8 (1 + С05а) ~ 



Черт. 183. 


§ 184. Тройной интеграл в цилиндрических координатах. 

Положение какой-нибудь точки в декартовых прямоугольных координатах 
определяется тремя числами: абсциссой, ординатой и апликатой. В сферических 
координатах положение той же точки также определяется тремя числами, но 

уже иными: радиус-вектором, азимутом и дол¬ 
готой. Рассмотрим третью систему координат, 
называемых цилиндрическими.Их очень удобно 
рассматривать одновременно с декартовыми. 

Пусть дана какая-пибудь система декар¬ 
товых координат и некоторая точка М(х, у % г). 
Пусть УѴ — ее проекция на плоскость XV 
'черт. 183). 

Будем на плоскости XV одновременно с 
декартовыми координатами рассматривать так¬ 
же и полярные, принимая ось А за полярную 
ось, и пусть (г, ю) — полярные координаты 
точки N. 

Аплнката г данной точки М и поляр¬ 
ные координаты г и с* ее проекции N на 
плоскость XV, взятые в своей совокуп¬ 
ности, называются цилиндрическими коор¬ 
динатами точки М . 

Легко видеть, что этими тремя числами г, <о и г положение точки М 
вполне определяется. Действительно, числами г и <о вполне определяется точка 
N. Зная г и восставив перпендикуляр в точке N к плоскости XV, найдем 
точку М. 

Рассмотрим координатные поверхности этой системы, т. е. те поверхности, 
которые определяются значением только одной координаты при произвольных 
значениях двух других. 

Если дан только г , а г и а произвольны, то мы имеем плоскость, парал¬ 
лельную плоскости XV. Давая г различные значения х і% получим ряд 

параллельных плоскостей, которыми пространство разобьется на плоские слои. 

Если дан только г, а г и ю произвольны, то мы имеем цилиндрическую 
круговую поверхность с образующими, параллельными оси 2. Меняя г, давая 
ему ряд значений г 4 , г в , г* ..., получим систему цилиндрических поверхностей. 
Ими пространство разделится на цилиндрические слои. 

Наконец, если дан только угол <*>, а г их произвольны, то имеем полу¬ 
плоскость, проходящую через ось 2. Давая ю ряд значений <о 4і сю 9 , о) 3 , , по¬ 

лучим систему полуплоскостей, которыми пространство делится на клинообраз¬ 
ные слои. 

Положим теперь, что требуется вычислить тройной интеграл, распростра¬ 
ненный по объему V . Делим его на элементарные слон так. Сначала, давая 
радиусу г ряд значений г ІУ г а , г 8 , ... , делим тело на цилиндрические слои. За¬ 
тем, давая ю ряд значений и> 4 , * а , со 3і ... , строим систему полуплоскостей, 
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которыми цилиндрические слои разобьются на цилиндрические столбики. Нако¬ 
нец, давая х ряд значений г і% г 9 , х а , ... , строим систему параллельных плоскостей 
которыми цилиндрические столбики разобьются на элементарные объемы. 

Те же самые поверхности мы могли бы провести в другом порядке. Мы 
могли бы сначала провести плоскости х { , * 2 , х ь ... , потом полуплоскости 
®і, “з* ••• и, наконец, цилиндрические поверхности г к% г* г 8 , ... Тогда сна¬ 

чала тело разбилось бы на плоские слои, затем каждый слон — на клинья и, на¬ 
конец, каждый клин — на прежние элементарные объемы. 

Вообще мы имеем три системы поверхностей: цилиндрические, плоскости 
и полуплоскости. Любую систему можно провести первой, любую из двух 
остальных второй. Так как число перестановок из трех предметов равно 
шести, то и шестью способами мож- . 


но разбить тело на элементарные 
объемы. 

Эти элементарные объемы потом 
можем собрать в тело тем или иным 
способом. 

Найдем выражение для элемен¬ 
тарного объема в цилиндрических 
координатах. 

Пусть М (г, х) — какая-нибудь 
точка. Через нее проходит цилин¬ 
дрическая поверхность г, плоскость 
х и полуплоскость <і>. Дадим г прира¬ 
щение А г. Получим новую цилинд¬ 
рическую поверхность и тем самым 
цилиндрический слой между нею и 
прежней. Строим полуплоскость 
<о + Дс*>; вместе с первой полуплос¬ 
костью «> она вырежет из цилинд¬ 
рического слоя цилиндр, стоящий 
на четырехугольнике Из 

этого цилиндра плоскости г и х Аг 



вырежут элементарный объем 

МР()'$.\ который обозначим через Черт. 184« 

йѵ. Как объем цилиндра он равен 

произведению высоты Д* на площадь основания, равную ЛС А Я 4 (?|/?4 и экви¬ 


валентную гйгй о), а потому 


йѵ ^ гйгйпйх. 


( 1 ) 


Таково выражение элементарного объема в цилиндрических координатах. 

Если теперь требуется вычислить тройной интеграл 

О = С/(дг, у, г) йѵ % ('-) 


распространенный на объем V, то делим этот объем на элементарные объемы 
типа йѵ (черт. 184). В каждом из них выбираем точку, для простоты точку- М. 
Выражаем значение функции / в этой точке через г, с», х: 

/(•*, У л г)~/(г созю, г зіяю, г) = Ф(г, ю, г), (3) 


множим это значение на йѵ и берем суммы таких произведений, составленных 
для каждого элементарного объема. При переходе к пределу в этой сумме 

■*= 2 л*» у> -0^=2 аѵ < 

заменяем йѵ из (1) эквивалентной ему величиной. Получим сумму ' 

9 = 2 Ф(/\ х) гйгй® йх . (4) 


Предел ее дает интеграл О. Чтобы вычислить его, мы разбиваем слагаемые 
суммы па группы. Можем, например, относить в одну группу все слагаемые, 
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принадлежащие одному и тому же цилиндрическому столбику. В этих слагае¬ 
мых меняется только *, а г, ы, 1г и Л® одни и те же. 

Соединяя группы цилиндрических столбиков, лежащих в одном цилиндри¬ 
ческом слое» в одну группу, получим группы цилиндрических слоев. Сумма 
всех этих групп даст сумму в в такой форме: 

ф ( г * л)гДгЛ<а1г= 2 { 


Переход к пределу дает равенство 

ііі ^ = 008 г 8ІП Ші ^ = 

= ^ ^ [I ?( ГС05 ®' г 5ІП гс * г ] | } Л*. 


где интегралы в правой части берутся между соответствующими пределами. 
Если элементарные объемы будем собирать в другом порядке, получим про¬ 
стые интегрирования в другом порядке. 


§ 185. Заключение. 

1. В декартовых координатах 


У. г)йѵ = 


а т л ^ 


= \Т { ? /(*. у. *) йГг| 4x4’у= 
с ѵ ц 
ь 

=5 {Ц к х> У’ г > а у аг ) йх 

а <4 


2. Диференциальный объем выражается: 

а) в декартовых координатах: 4ѵ=4х 4у4г г, 

б) в полярных координатах: 4'Ѵ^г- зіп X 4г4ш4\, 

в) в цилиндрических координатах: 4ѵ^г4г4и>4г 



ГЛАВА ДВАДЦАТЬ СЕДЬМАЯ 


КРИВОЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ НА ПЛОСКОСТИ. 

Понятие интеграла как предела суммы мы установили для функций 
«одного, двух и трех переменных. При этом, в зависимости от числа 
переменных, суммы эти были следующих типов: 

і) ^/( х ) Ьх> 2 ) XX Л х ' ^ ** 4 -У* 3) XXX /(*« У' г ) Аѵ іг - 

И вот оказывается, что понятие интеграла как предела суммы н при¬ 
том суммы типа (1), а не (2) или (3) можно распространить и на слу¬ 
чай функций двух и большего числа переменных. Результатом такого 
обобщения получаются так называемые криволинейные интегралы, играю¬ 
щие очень большую роль в некоторых отделах как Анализа, так и Ме¬ 
ханики. В Анализе они, например, служат могучим орудием при изуче¬ 
нии свойств функций комплексного переменного, в Механике — в теории 
■жидкостей и газов. 

Криволинейные интегралы могут быть рассматриваемы как на пло¬ 
скости, так и в пространстве. В этой главе мы рассмотрим теорию их 
на плоскости. 


§ 186. Предварительные замечания. 

Замечания. 1. Будем в этой главе путем называть всякую на¬ 
правленную кривую, имеющую форму одного непрерывного следа. 
Такой путь всегда можно представить парамет¬ 
рически. Действительно, вообразим, что данный 
путь пробегается точкой Ж (л:, у). Тогда ее коор¬ 
динаты выразятся как некоторые функции времени 
і и если 

у=т со 

то, забывая, что і — время, мы получаем коорди¬ 
наты точки кривой как функции параметра і . 

Пусть і 0 и Г —те значения параметра, кото¬ 
рые соответствуют точкам А и В (черт. 185). Если 
при изменении і от / 0 до Т точка пробегает путь 
в направлении от А к В, то она пробежит его в 
направлении от В к А, если і будем менять от 
Т до Следовательно, направление пути определяется направлением 
изменения параметра. 

Если путь дан уравнениями (1), то будем говорить, что он предста¬ 
влен параметрически функциями и ф(/). 

Примем * = ю(т), где а>(т) — произвольно взятая непрерывная функ¬ 
ция, но обязательно монотонная и такая, что при изменении т от некоторого 
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значения до другого значения т 3 параметр і меняется как раз 
от і 0 до Т. Тогда х и у можно рассматривать как функции т, и если 

х = Ці), у = ц (т), (2) 


то мы будем иметь иное параметрическое представление того же пуіи. 
Следовательно, 

всякий путь может быть представлен параметрически с помощью 
различных функций. 

От представления уравнениями (1) мы перешли к представлению ура¬ 
внениями (2), полагая і равным некоторой функции от нового перемен¬ 
ного т. Нетрудно убедиться и в обратном, а именно в том, что 

если один и тот же путь парамет- 
у ричгски представлен двумя различными 

В способами, а именно уравнениями 

1 З’=ф(0 (3) 


и уравнениями ' 

* = *(!), у = р(т), (4) 

то от первого способа, представления 
всегда можно перейти ко второму, рас¬ 
сматривая параметр і как некоторую 
вполне определенную, монотонную и 
непрерывную функцию параметра т. 

Действительно, каждому значению т г параметра т соответствует един¬ 
ственная точка на пути, которой в свою очередь соответствует некото¬ 
рое единственное значение і 9 параметра і. Если это значение будем 
считать соответствующим значению т 1 , то получим і как однозначную 
функцию от т. Пусть 

I = оо(т). 


а 

Черт. 186. 


Ясно, что если в (3) будем считать і как раз этой функцией от т, 
то х и у как функции т представятся уравнениями (4), и мы от пред¬ 
ставления через функции (риф перейдем к представлению через функ¬ 
ции X и р. 

Когда т меняется непрерывно и монотонно, то соответствующая точка 
по кривой движется в одном и том же направлении, а потому и і ме¬ 
няется тоже монотонно и непрерывно. Следовательно, ш(т) — монотонная 
и непрерывная функция. 

Заметим, что всякий отрезок АВ, параллельный оси У (черт. 186), 
можно рассматривать как путь. Если он пересекает ось X в точке 
х = а , то параметрически он может быть представлен уравнениями: 

х — а, у = і, 

где і меняется от ординаты аА точки А до ординаты аВ точки В. Са¬ 
мое общее же его параметрическое представление будет 

х — а у у = <*(*)> 

где ш(^) может быть любой непрерывной функцией, монотонно меняю¬ 
щейся в некотором интервале (і ѵ і 2 ) так, что когда і пробегает его, то у 
меняется от а А до ЬВ. 
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Точно так же и всякий отрезок АВ (черт. 187), параллельный оси X, 
может быть представлен параметрически или уравнениями 

х=і, у = к, 

где к — ордината точки А, или вообще уравнениями 

х = У = к, 

где і должно пробегать такой интервал (і\ Г). чтобы при этом х изме¬ 
нялся от кА до кВ. 

Отметим, что для отрезка, параллельного оси ординат, х постоянен, 
а потому Лх = 0. Наоборот, для отрезка, параллельного оси абсцисс, 
уже йу = 0, потому что у постоянен. 

2. Если Ф(х,у) — функция двух аргу¬ 
ментов, то ее значение в точке А мы часто 
будем обозначать так: 

выписывая только характеристику и ставя 
при ней индексом символ точки. Такое обоз¬ 
начение удобно не только по своей краткости, 
но главным образом потому, что его можно 
написать, не имея обозначений для коорди- Черт. 187* 

нат точки. 

Для разности Ф в — Ф А между значениями функции Ф(х { у) в двух 
точках мы введем такое обозначение: 

, [Ф(х, У)]*. 

Следовательно, если (х 1( >>,) и (лг 2 , у 2 ) — координаты точек Л и В, то 
[Ф{х, у)]* = Ф в - Ф А ^Ф(х г у г ) - Ф(х ѵ у ,). 

3. Всякую функцию ср(лг) только одного аргумента х всегда 
можно рассматривать как частный случай функции двух аргументов 

Х " У ' у(х) = ф:, у), 

где <о(х, у) — функция, сохраняющая при данном х одно и то же зна¬ 
чение, какое бы ни было у . 

Если функция ср(лг) рассматривается как функция двух аргументов х 
и у , то ее значение во всех точках любой прямой, параллельной оси V , 
будет одно и то же, потому что, когда точка (х,' у) перемещается по 
этой прямой, то меняется только у, а х сохраняет свое значение. 

Точно так же всякую функцию ф(у) только одного аргумента у можно 
рассматривать как такую функцию двух аргументов х и у, которая при 
заданном у сохраняет одно и то же значение при всяком х. Как функ¬ 
ция двух аргументов функция ф(^) имеет одно и то же значение во всех 
точках любой прямой, параллельной оси X . 

§ 187* Диференциальное выражение. 

Ниже мы ограничимся рассмотрением только функций двух переменных. 
Диференциальным выражением называется всякое выражение, в кото¬ 
рое входят диференциалы. 
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Линейным диференциальным выражением называется всякое 
выражение типа 

У) *[»,(*, у) + ъ( х > У) У) + • • • + УлС*. У) й'Ъ а {х, У), (1) 

т. е. всякая сумма, каждое слагаемое которой есть произведение 
некоторой функции на дчферзнциаі другой функции. 

В частном случае выражение вида 

<?(*. У) гіфО, у), (2) 

т. е. произведение одной функции на диференциал другой, есть линей¬ 
ное диференциальное выражение; еще более Частный случай дают выра¬ 
жения типа 

/(л:, у) ах, Ф(х, у) ау , (3) 

т. е. произведения функции на диференциал одного какого-нибудь аргу¬ 
мента. 

Выражение типа 

у(х, у) йх -+- ф(*, у) ау (4> 

назовем приведенной формой диференциального выражения. 

Если в (4) одна из функций равна нулю, то получим выражения 
типа (3). 

Теорема» Всякое линейное диференциальное выражение общего 
типа 

Р — У) -У) + Ъ(х,У)Щ 2 (х,у) + ... + Ч„(х,у)Щ п {х,у) (5) 

может быть представлено в приведенной форме: 

р = Ф(х, у) йх + Р(х, у) йу. (6> 

Действительно, опуская для сокращения письма аргументы, что в даль¬ 
нейшем часто будем делать, имеем: 

= Ті 3* іх + Ь ^ а У> 

Ъ <*!>«= Ь йу, 

.. . 

<Р ?« д ^~ <* х +<р.^ 4у- 

Складывая эти равенства, причем правые части складываем по столб¬ 
цам, и обозначая коэфициенты при Ох и ау через Ф(х, у) и р(х, у ), 
получим (6), и теорема доказана. 

Она имеет большое значение, потому что показывает, что при тео¬ 
ретических исследованиях мы можем ограничиться только выражением 
типа (6), так как всякое иное линейное диференциальное выражение можно 
представить в этой форме. 

Выражение 

Р =*(•*, у) йх 4- ФО, у)йу (7) 
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есть функция двух переменных х и у и их диференциалов. Но если мы 
в нем хи у будем рассматривать как некоторые функции третьего пере¬ 
менного, то оно обратится в функцию этого переменного и его дифе- 
ренциала. Действительно, если 


то из (7) 


X=).(*), У=ц(і). 

р= { ч(щ, т) м+ ф( коЦо} л. 


Обозначая множитель при йі через Ф, заключаем: 

всякое линейное диферендиальное выражение 

Р = уЩі (*. з») + • • • + <?•(*» У) а Ы*> уЬ ( 8 ) 


если в нем рассматривать х и у как функции і, представится в 
форме 

= (9) 


т. е. как функция і и его диференциала. 

Когда выражение (8) мы рассматриваем как функцию і , то это мы 
будем отмечать, ставя і индексом у р , как это сделано в равенстве (9)- 
Очевидно, что сумма двух любых линейных диференциальных выра¬ 
жений: 

р = 

д = фір-\- оін^г ... + ши, 

есть Тоже линейное диференциальное выражение. 


§ 188. Обобщение интегральной суммы. 

Под интегральной суммой от функции одного переменного мы до 
сих пор разумели сумму типа 

ь 

Е/(^)Ц=/( 5 о)^0+/(УЦ+- • • +/(5л-і)‘Ц,-Ѵ 

а 

т. е. сумму, каждое слагаемое которой представляется в форме произ¬ 
ведения значения функций на соответствующее приращение ее аргумента» 
Обобщая понятие интегральной суммы, рассмотрим сумму, слагаемые ко¬ 
торой получаются умножением значения данной функции не на прира¬ 
щение ее аргумента, а на приращение некоторой другой функции. 

Пусть ср(дг) и Ф(аг) — две функции, непрерывные в некотором ин¬ 
тервале (а, Ь). Попрежнему через х ѵ х ѵ ..., х п _ л обозначим ряд про¬ 
извольно взятых чисел, промежуточных между а и Ь. 

Когда х переходит от значения х н к значению х к+1 , то функция ф(*) 
получает приращение 


Таким образом, одновременно с чисАами 

х 1$ Х^, Х$і . . . > х я -і 
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мы имеем разности 

Фе*,) — ф(а), «К*,) фи,). .... ф(Д) - ф(* я _,), 

короче обозначаемые так: 

дФ(дс 0 ), дфи,), .... дфи я _,). 

Пусть 2* — произвольно взятая точка на интервале (лг А> д: А+7 ). Ум¬ 
ножая значение функции <р(.я) в этой точке на приращение функции 
ф(х) при переходе х от х к к лс А+1 , получим произведение 

*&) д ф(**)- 

Пусть $ — сумма всех таких произведений, составленных для всех 
лодъинтервалов (х к , * л+1 ). Следовательно, 

«='р(2о)ДФи 0 )4-^і) д ФЫ+ • • • +?(& л -і) д Ф(* я -і). 

или короче 

ь 

5 = Дф(дг 4 Ѵ (1) 

а 

Ясно, что в частном случае, если ф(*) = лг, то сумма (1) перейдет 
к сумму 

ь 

( 2 ) 

а 

т. е. в интегральную сумму обычной формы. Поэтому сумма (1) явля¬ 
ется естественным обобщением суммы (2). 

Рассмотрим предел суммы (I), предполагая, что число промежуточ¬ 
ных точек х к бесконечно возрастает так, что длина наибольшего про¬ 
межутка между ними бесконечно умаляется. 

Допуская, что производная ф г (*) непрерывна, мы по теореме Ла¬ 
гранжа имеем: 

дФи*)=Фи й+ ,) - ♦(*»)= ФЧч*>(** + і - **). 

где 7] д — некоторое число, промежуточное между х к и х к + ѵ а потому 
сумма (1) может быть представлена в форме 

ь 

( 3 ) 

а 

Рассмотрим одновременно с этой суммой также сумму 

♦’&)***■ (4) 

' а 

Нетрудно видеть, что соответствующие факторы этих двух сумм от¬ 
личаются друг от друга бесконечно мало. Действительно, разность фак¬ 
торов при Ьх к равна 

#*)[Ф’Ы-Ф'(д]. 

Так как точки и к] л лежат в одном интервале, то все разности 
к скобках бесконечно умаляются, когда интервалы (х Д| х л+1 ) бесконечно 
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умаляются, потому что функция ф г (лг) по условию непрерывна. По вто¬ 
рому принципу заключаем, что 

ь ь , 

Нш 5 = Ііт а = Ига ^ ср(Е Л ) ф'(с А ) Ьх к = ^ ср(*) ф'(*) сіх, 

а а 

и получаем теорему: 

Если функции ср(лг) и ф(х), а также производная функции ф'(ле) 
непрерывны в интервале (в, Ь), то 

ь ь . 

Ига ш(Е а ) Лф(**) = ^ Ч 3 (-* г ) 4'Нх). 

а а 

Это равенство, очевидно, есть естественное обобщение равенства 

ь ь 

Нт ^ <К&а) Д*а=5 ?(*) &х- 

а а 

§ 189. Определение криволинейного интеграла. 

Предполагаем функции у(х,у) и $(х,у) непрерывными в рассмат¬ 
риваемых областях. Если мы в диференциальном выражении 

Р=Ч{х,у)Щх,у), (1) 

считая л: и .у декартовыми координатами точки на плоскости, примем 
их равными некоторым функциям параметра і : 

(2) 

то р обратится в функцию переменного I . Пусть 

р і=Ф{ і )( и. О) 

Предполагая, что >(^)_ и (і(*) непрерывны в интервале от до Г, мы 
можем взять от р Ф интеграл между этими пределами. Этот интеграл 

т 

0 = \Ф(і)Ш (4) 

/о 

мы обыкновенно будем представлять в такой форме: 

т 

0=4 <р(дг, у) Щх, у), (5) 

I 

помня при этом, что х и у надо считать функциями і. 

Очевидно, что вообще в подъинтегральном выражении (5) мы можем 
принять хну равными любым непрерывным функциям Х(*) и р(0* и от 
выбора этих функций будет зависеть и значение интеграла О. 

Этот выбор функций \(і) и |і(0 очень просто толкуется геометри¬ 
чески. Уравнениями (2) определяется параметрически некоторый путь АВ, 
пробегаемый в определенном направлении при изменении і от і 0 до ^ 
(черт. 188). Обратно, если мы возьмем какой-нибудь направленный путь 
АВ, то для него можно найти пару функций, которыми он определя¬ 
ется параметрически. 

25 Курс математического анализа, ч. III. 
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Определение. Криволинейным интегралом от данного выражения 
ір(х, у) й$(х, у), взятым по направленному пути АВ от А к В н 

обозначаемым так: 

С у(х, у) а'і(х, у), 

Ав 

называется обыкновенный интеграл 
т 

5 <?(х,У) *И Х >У)> 

І* 

который получится, если в подъинтегральном выражении рассмат¬ 
ривать хну как функции, которыми путь определяется параметри¬ 
чески. Следовательно, если путь АВ в направлении от А к В опре¬ 
деляется параметрически уравнениями 

у = ^(0 


в 



при изменении параметра от ( 0 до Т, то по определению 

♦ т 

5 <р(лг, у)Щх,у) — ^ ч>0(0.»4*))ц(0)- 

АВ і 0 


Но если мы возьмем путь в направлении от В к А, то і надо уже ме¬ 
нять от Т до а потому 

А> 

$ ? (х, у)Щх, у)= \ ір(Х(0. ц(0) <*!>(*(*)- КО)- 

ВА Г 

Следовательно, 


С у(х,у)4!?(х,у)=— ( <?(х,у)Щх,у). (6) 

АВ ВА 

Видим, что необходимо принимать во внимание направление пути. Изме¬ 
нить в криволинейном интеграле направление пути — это все равно, что 
переставить пределы в обыкновенном интеграле. 

Определение и обозначение криволинейного интеграла возбуждают 
один вопрос. Чтобы значение интеграла 

0 = { ^х % у)Щх іУ ) ( 7 ) 

АВ 

было вполне определено, еще далеко недостаточно, чтобы были даны 
функции у(х,у) и фОс,^). Необходимо должен быть дан также и пут^ 
АВ. Но и этого еще недостаточно. Мы должны еще знать те функции, 
которыми путь представлен параметрически. 

Но один и тот же путь может быть представлен параметрически 
различными функциями. И вот возникает вопрос: не зависит ли значение 
криволинейного интеграла не только от пути, по которому он берется, 
но также и от выбора функций для его параметрического представления? 
Только когда мы докажем, что его значение зависит только от са¬ 
мого пути, а не от функций, которыми он дан, только тогда получают 
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оправдание как введение самого понятия криволинейного интеграла, так и 
его обозначение. Пусть же путь АВ , с одной стороны, представляется 
уравнениями х 


при изменении і от і 0 до Г, а с другой стороны,—уравнениями 

* = *і( т )- У=ѵ- і( т ) 


(9) 


при изменении т от т 0 до т 1 , и пусть 


где 

и 


где 


х=Щ), у=К0 

ч(х,у)Щх,у), 

’о 

Х=\(% У=*ѵ№ 


( 10 ) 


( 11 ) 


Мы знаем, что от представления (8) можно 
(9), полагая в (8) 

/ = <і)(т), 


перейти к представлению 


где о>(т) — некоторая вполне определенная функция. Делаем в (10) под¬ 
становку / = ш(т). Тогда х и у обратятся в функции от т, а / 0 и Г 
заменятся через т 0 и т 1? и мы найдем, что 

Получается ^ ' 

Теорема , Значение криволинейного интеграла не зависит от функ- 
ций, которыми представлен путь, а только от самого пути. 

Поэтому-то и в обозначении 


^ <?(х,у)сі<1?(х,у) 


указывается только путь, а не функции, его определяющие. 

Мы пока рассматривали интеграл от диференциального выражения 
в простейшей форме. 

Определение. Криволинейным интегралом от любого данного 
диференциального выражения по направленному пути АВ, парамет¬ 
рически представленному функциями ).(/) и ѵ(і) при изменении і 
от і 0 до Т, называется обыкновенный интеграл между пределами 
і 0 и Т от выражения, которое получится, если в данном диферен- 
циальном выражении х и у заменить через ).(?) и ц(1). Следова¬ 
тельно, по определению 

§(ъ( х >У) а Ь( х >У) + Ъ(**У)*Р,(*,У)+ ■ ■ ■ +9п(х,у)д<1>„(х,у)) = 

АВ 

Т 

= 5 (»і(*> У) а М*> у) + Ъ(х, У) д'Мх, у) + • • • + <р л (X, у) ЛЬп{х, у)), 

где в правой части д; = Х(0. у = р(0- 

25* 
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Этот интеграл не зависит от выбора функций для параметри¬ 
ческого представления пути. 

Действительно, интеграл в правой части распадается на сумму ин¬ 
тегралов, каждый из которых не зависит от выбора функций \{і) и р(^). 

Всякое линейное диференциальное выражение может быть представлено 
в приведенной форме. Поэтому всякий криволинейный интеграл может 
быть представлен в ркой форме: 

о = ^ <р(л :,У) йх -|- Ф(*,.у) Сіу. 

АВ 

Обыкновенно в такой форме он и появляется в приложениях. В частном 
случае, если одна из функций или ф равна нулю, получаются инте¬ 
гралы типа 

г 

5 (р(л:^)^ = и(Х,ц)Х'(0Л. 

АВ Іо 

и типа т 

\ 1>С Х\у)(іу— 5 ф(Х, > 1 ) ц'(0 СП¬ 

АВ и 


§ 190. Криволинейный интеграл как предел суммы. 

Пусть уравнениями 

х = Щ, у = р(1) 


представлен некоторый путь. Если а — угол направления касательной, 
то, как известно, 

Ох Щ 

со $а —-г-= * 



йу 

5ш а — — — 


/Ѵ(0 2 + р'(0 2 ' 

р '(0 


/).'(л ) 2 + ц'(і ) 2 ' 


Правые части могут перестать, быть непрерывными в 
тех точках, в которых теряют непрерывность производные \\і) и р!(і). 
Тогда в этих точках и угол а как функция і тоже прерывен, а по¬ 
тому эти точки необходимо особые, а именно точки возврата, или угло¬ 
вые точки. 

Мы предположим пока, что путь не имеет таких точек. Следова¬ 
тельно, предположим непрерывными не только функции Ці) и р.(і), но 
них производные. Также предположим непрерывными функции у(х,у) и 
ф(лг Іж у) и частные производные от ф. 

Если х и у рассматривать как функции /, то и ф становятся тоже 
функциями і . Пусть 

ф(Г) = ч(х,у), Г(1) = 'Ь(х,у) (1) 

при 

*=№ у=№- 

Имеем 
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и так как по предположению 


-дЪ 

-г- , X и ц 

дх ду 

і 

непрерывны, то непрерывна и производная Р\і). 
Заметив это, рассмотрим криволинейный интеграл 

О— ( ф( х,у)М(х,у) 

Кв 


( 2 ) 


и докажем, что его можно рассматривать как предел некоторой интег¬ 
ральной суммы. 

Согласно обозначениям в равенстве (1) имеем 

т 

0 = ( 3 ) 

I 

Но интеграл, правой части есть предел суммы 

т 

* —2^*)^*)» (4) 


где і ѵ і 2 , — числа, промежуточные между і 0 и Г, и число ~ к при¬ 

надлежит промежутку (і к , / д+1 ). 

Каждому значению параметра і соответствует точка, на пути. Пусть 
вообще А к и А' к — точки, соответствующие значениям і к и х к параметра. 
Через (х к1 у к ) и ($ Л , обозначим координаты этих точек. Следовательно і 


**=*(**>» *»=*(%). 

и согласно (1) 

ддд = ФС** + ,, у к+1 ) - ФО*, У/) = Щх к , у к ), 
а потому сумма 5 может быть переписана в форме 

(5) 

АВ 

и интеграл О есть предел этой суммы, которую 
можно назвать интегральной суммой по пути АВ: 

$ <?(*> У) *Н Х >У) = 1іт 2 Ча) Щ(х к , у к ). (6)* 

АВ ^АВ 



Рассмотрим, как составляется сумма (5). 

Каждая точка А к соответствует значению і к параметра і (черт. 190). 
Так как числа і к берутся’ произвольно, то и точки А к могут быть взяты 
произвольно. Точно так же и каждая точка А* к есть произвольно взятая 
точка на дуге А к А к+ ^. Наконец, всякое слагаемое 


*(**. ч*) д, К**л) 
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суммы (5) есть произведение значения функции ср в точке А' к на при¬ 
ращение функции ф при переходе от точки А к к точке Л д+1 . 

При переходе к пределу промежутки между числами і к бесконечно 
умаляются. Поэтому бесконечно умаляются дуги А к А к + л , на которые 
разделен путь. Получается 

Теорема . Криволинейный интеграл 

^[Ых>у)*Н х >у) $ 

есть предел суммы 

АВ 

слагаемые которой получаются так: весь путь делится на элемен¬ 
тарные дуги произвольно выбранными точками и затем значение 
функции фСг.у) в какой-нибудь точке каждой элементарной дуги 
помножается на разность между значениями другой функции 4( д: » У) 
в конце и начале этой дуги. 

При переходе к пределу предполагают, что наибольшая из длин 
элементарных дуг бесконечно умаляется. Следовательно, 

?(*. У) Щх, у) = Игл ^ <р(5 Л) т)*) Дф(х*, у„). (7) 

АВ 

Бросается в глаза полная аналогия этого равенства с равенством 

ь ь 

\ ?(*) <*К*) = У <{$*) Д<Кх*). 

а а 

Все различие только в том, что вместо-функций 
одного переменного стоят функции двух переменных 
и что вместо того, чтобы делить на бесконечно малые 
части отрезок (а, Ь ), делится на бесконечно малые 
дуги кривой путь. 

В частном случае равенство (7) дает равенства 
'Ых, у)Лх = \іт 

I В АВ 

= Ііт {<ке 0 , Чо) Ьх 0 + <р(с,, г„) Ьх л + ... 4- ср(а я _ 1 ,1) л _,) Ах я ^}, (8) 

У ф(*. У) а У — 1іт Ц 'К 5 *- л*) а у к = 

АВ АВ 

= 1іт {ф(6о, г, 0 )Ду 0 + ф($,, г |] )Д^ 1 + ... +ф(6,_„ Л„-і) • 

Но равенство (7) доказано пока только длй пути без угловых точек. 
Пусть путь имеет угловые точки, для простоты предположим, что только 
две С-і и С ѵ которыми путь делится на три части. Рассматриваемая 
отдельно, каждая часть есть путь без угловых точек, а потому для 
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каждой из них применимо равенство (7). Имеем 

<*Ф = Пт2 <?(«*• Ч*) Д Ф(**> Уі)> 

ЛС 1 ЛСі 

<? **ф= 1іга Х ( р^*- ч*) А <К**. л)> 

сіс, с,с, 

\* <Р <*Ф = 1іга 2 ‘К 5 * Ча) Д Ф(*а> Л)- 

СіЗ с % в 

Складывая эти равенства, опять получим равенство (7), и теорема дока¬ 
зана окончательно. 


§ 191. Работа силы. 

Пусть постоянная сила Р действует на материальную точку т, пере¬ 
местившуюся по вектору АВ из точки А в точку В. Обозначим через I 
и а геометрическую длину и угол направления вектора АВ, проекции 
которого на оси X я У пусть соот¬ 
ветственно равны Дл: и Ду. Через р, 

X , V обозначим угол направления и г 
проекции на оси силы Р, через ю — 
угол между направлениями силы Р и 
вектора АВ. Если перенести начало 
координат в точку А, то Дх и Ду бу¬ 
дут декартовы координаты точки В, 
я I и а — ее полярные координаты. 

Поэтому 

Дх = / С 05 Я, Ду = /С 05 р. (1)~0І 

На том же основании Черт. 192. 

X = Р соз р, У^=Р 5іпр. (2) 

Обозначим через /? работу силы Р на пути АВ *). Как известно, 
эта работа определяется выражением 

/? = РІ соз о = РІ сов — а) = И соз р соз а + РІ зіп р зіп а. 

Принимая во внимание (1) и (2), заключаем: 

Работа /? постоянной силы, проекции которой на оси равны 
X в Ѵ 9 при перемещении точки ее приложения на прямолинейный 
вектор определяется по формуле 

Я=ЛГЛ*+ГАу, (3) 

где Дл и Ду—проекции на оси вектора перемещения. 

Предположим теперь, что сила Р переменная и что точка ее прило¬ 
жения описывает криволинейный путь АВ. Чтобы ввести понятие о работе 
этой силы на всем пути АВ , введем сначала понятие об элементарной 
работе. 



*) Надо остерегаться думать, что точка т перемешается из А в В под дейст¬ 
вием силы Р. Точка может перемещаться из А в В под влиянием очень многих 
сил, одной из которых является сила Р. 
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Пусть / — бесконечно малая дуга пути и с — ее хорда. На дуге I 
возьмем произвольно точку р, и через Р' обозначим значение силы Р в этой 
точке р. 

Когда материальная точка т перемещается по /, то сила Р вообще 
различна в различные моменты. Вместо нее возьмем фиктивную постоян¬ 
ную силу, равную Р\ а вместо дуги возьмем ее хорду. Работу силы 
Р 9 на пути / назовем элементарной работой силы Р. 

В Определение. Элементарной работой пе¬ 
ременной силы Р на бесконечно малой дуге 
/ называется работа фиктивной постоянной 
силы' Р\ равной значению силы Р в какой- 
нибудь точке дуги Л при перемещении точки 
приложения силы по хорде дуги I. 

Работа силы Р на всем пути АВ при¬ 
нимается равной пределу суммы всех ее 
элементарных работ. 

Пусть X и У, проекции силы Р г являются некоторыми функциями 
координат точки приложения силы. 

Пусть 

х =?(■*■ у)’ У=М.ж,у). 



Делим путь АВ на бесконечно малые части точками А ѵ А ѵ ... , А П ^ > 
координаты которых (х ѵ у г ), (х ѵ у 2 ), ... , (лг^, У„^ г )- В произвольно 
взятой точке (Е л , г іл ) на дуге А к А к+1 действует сила, проекции которой 
на оси 

Х к = г ік )> У к — г ІА ). 

Ее работа вдоль хорды дуги А к А к+1 равна 

УМ- 

Это элементарная работа силы Р. Берем сумму всех таких элементарных 
работ. Она равна 

2 + УМ =2 №> ч») Д**+Ф(**. ч*) 4 у*)- 

Переходя к пределу, заключаем: 

Работа силы Я по пути АВ равна криволинейному интегралу по 
этому пути от выражения Хйх Уйу. 

К=\(Хах + Ѵа У ), (4) 

АВ 

где X и V — проекции силы В на оси координат. 

Полезно привыкнуть быстро выводить эту формулу, рассуждая так: 
при перемещении на бесконечно малую дугу сіз, проекции которой на 
оси эквивалентны Лх и &у, совершается элементарная работа ХАх-\-Ѵйу. 
Взяв сумму всех элементарных работ, получим (4). 
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§ 192. Основные теоремы о криволинейном интеграле. 

Если 

Р = «РіС*. УЩх (х. У) + у 2 (Х’ У) а '№ х ' У) + • • • + (*• У ) <*Р„(х, у) 

— данное диференциальное выражение, то интеграл от него по пути АВ, 
для которого 

х—Ц(), у = ц(і), 


выразится через обыкновенный: 

г 

Р=\ф{І)СІІ, (1) 

АВ / 0 

где р=ф(і)си. 

Но если таким образом всякий криволинейный интеграл может быть 
представлен через обыкновенный, то изучение свойств данного криволи¬ 
нейного интеграла сводится к применению к нему свойств обыкновен¬ 
ного интеграла. Но чтобы выразить криволинейный интеграл через обык¬ 
новенный, необходимо предварительно иметь параметрическое представле¬ 
ние пути. Путь же может быть дан и не параметрически. Поэтому 
желательно установить основные свойства криволинейных интегралов 
в таких формах, в которых не упоминалось бы о параметрическом пред¬ 
ставлении пути. Сделать это оказывается очень нетрудным. Для этого, 
разумея под р произвольно данное диференциальное выражение, нам 
достаточно воспользоваться равенством (1). 

Теорема . Если изменить направление пути на противоположное, 
то знак криволинейного интеграла изменится: 



потому что 

т іо 

[р-{ Ф(і)йі = -[Ф(і) ш = - \ р. 

Хв \ ТГ ЬА 


Теорема. В криволинейном интеграле постоянный множитель- 
можно выносить за знак интеграла: 


потому что 


[Кр = К$р, 

АВ _АВ. 


Т Т 

\кр=) кф(і) <и=к\ ф{і) кр. 

АВ ( 0 і а 


АВ 


Теорема . Интеграл по всему пути равен сумме интегралов по 
всем частям, на которые разбит путь. 

Пусть путь АВ разделен на несколько частей, например на три, точ¬ 
ками С и С", которым соответствуют значения параметра і 1 и Г. Тре¬ 
буется доказать, что 

аЪ а& сч:" с"'в 


393 



Но это прямо следует из того, что 



г ѵ г* т 

5 Ф(1) & = Ф(і) йі + Ф(() <й + С Фіі) <іі. 

'и, І * г 

Теорема . Криволинейный интеграл от суммы 
равен сумме интегралов слагаемых. 

Пусть р и ^ — два диференциальных выра¬ 
жения, для которых 

р = ф(і) йі у д = р(і) йі. 


В таком случае имеем: 

г т т 

^ (р+*)=5 {ф(*)+до}л= С фѵ)<и+{ 

Ав % и и Ав Ав 


и теорема доказана. 

На следующие две теоремы необходимо обратить особое внимание. 

Теорема. Криволинейный интеграл от диферендиала непрерыв¬ 
ной функции равен разности между значенияыи функции в конце 
-и начале пути: 


[ йФ(х, у)=[Ф(х, у)] В А = Ф в — Фа. 


АВ 


( 2 ) 


Пусть л; = Х(*), _у = ц(^), тогда 

Ф(х,у) = Г К і). 


Ясно, что 
и так как 


АВ 


пи = ф л . Г(Г)=Ф В , 

Г 

\ 

/о 


и<Р(д?,^) = \^0 = [Д0]Г. 


( 3 ) 


то имеем (2). Так как (3) верно только при условии непрерывности 
Г((), то теорема имеет силу только для непрерывной функции Ф(х, у). 

Теорема об интегрировании по частям. Еслн функции у(х, у) 
и ф(х,у) непрерывны, то 

? <р(*, у) Ц(х, у) = |<рф]® — ^ ф(*, у) а? (х, у), 

Ав АВ 


потону что 


^ <И*,у)< щх, у)= \ { <%Ф) -Ф**} = №*-\ ф<**. 


АВ 


АВ 


Часто приходится рассматривать интегралы по замкнутым путям. Не¬ 
обходимо отметить тот вид, который для них принимают равенства (2) 
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и (4). Пусть С —замкнутый контур. Какую-нибудь точку А на нем при¬ 
мем за начало пути. Конец его В совпадает с А. Поэтому в (2) и (4) 
теперь фд = Ф л , а потому 


и из (4) и (2) получается 

Теорема . Если контур С замкнутый, то 

^ <р ^ <1> йу, \ йФ = О 

Ав Ав Ав 



при непременном условии непрерывности функций. 

В частном случае имеем равенства: 


ВА 

Черт. 195. 


^уЛх — — ^ х сіу, ^ йлг;=0. 


( 6 ) 


которыми скоро нам придется воспользоваться. 


§ 193. О вычислении криволинейного интеграла. 

Фактически путь, по которому берется интеграл, обычно состоит из 
частей различных кривых. Поэтому хотя теоретически мы всегда можем 
мыслить, что он дан весь параметрически уравнениями 

х = щ, у = №), 

но фактически такое параметрическое представление мы имеем только 
в редких случаях. Поэтому равенством 

г 

^ Ч>(*, у) <*']>(*, у) = ( у(х, у) й'Ъ{х, у) 

АВ І 

на практике приходится пользоваться редко. 
Обычно весь путь естественно распадается на 
несколько частей, каждая из которых пред¬ 
ставляется параметрически своими функциями, 
не теми, которыми представляются другие 
части. Поэтому вычисляют интеграл отдельно 
вдоль каждой части и потом берут сумму 
всех полученных результатов. 

Положим, например, что путь интеграции 
такой: на большой оси эллипса 

у/2 

Черт. 196. ^ + р —1 

строится как на диаметре окружность. Если N —точка эллипса, продол¬ 
жение ординаты которой пересекает окружность в точке М % то парамет¬ 
рически эллипс может быть представлен уравнениями 

ѵ х = аю$і у у=Ьъ\пі, 



О) 
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то время как окружность представится уравнениями 

л; = асо5/, у — азіпі. (2) 

Пусть требуется вычислить интеграл: 

О = \ у 2 йх-\-ухАу. 

А'СВАО 

Путь естественно распадается на части Л'С, СВ , ВА , ЛО. 

Для части А'С в уравнениях (2) параметр і меняется от тг до , 
а потому • 

• гг 

1 

^ у 2 Лх -\~ух йу = ^(ф (— 8ІП 3 І -)- С08 2 І 5ІП і) Лі = . 

АС те 

На пути СВ, как легко видеть, у меняется от а до Ь, и лг=0; 
поэтому 

ь 

\уЫх-\-ухйу = ^0'(1у = 0 ш 

СВ а 

На пути В А в уравнениях (1) параметр меняется от до О, 


а потому 


о 

^ у*йх -\-ух йу = ^ аЬ г (— 5іп 3 і -(- соз 2 ( зіп /) іі — 

ВА те 


ад* 

Т' 


На пути АО х меняется от а до 0, но у= О, а потому 
^у 2 сІх ^-хуйу — 0 . 


АО 


Складывая все полученные результаты, найдем: 

с== а(а 2 4-й 2 ) 

3 


§ 194. Частные случаи криволинейного интеграла. 

Если путь АВ определяется уравнением 

У =/(*), 

где функция /( х ) непрерывна в интервале (а, &), то, рассматривая .г и 
у как функции параметра х , имеем 

ь 

Ѣ І" 'і(х, у)йх=\ ч(х, }{х))йх. 

АВ а • 
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Точно так же, если путь АВ представляем уравнением 


х=<о(у), 


где м(у) — непрерывная функция в интервале (а, Р), то 


С у) а у 

АВ 


Р 


\ ф(“>0)^)®'0)^у- 



Особо интересен случай, когда путь АВ есть отрезок, параллельный 
оси X, для которого у = с. В таком случае 


V 

О = (| <р(лг, у) йх = [ <р(лг, у)\4х. 


АВ 


где у должен мыслиться как постоянное с . Мы видим, что 

интеграл как функция параметра есть частный случай криволи¬ 
нейного интеграла, путь которого есть отрезок, параллельный оси X. 

Необходимо отметить, что всякий обык¬ 
новенный интеграл 


А=\^/{х)ах 


всегда можно представить в форме криволи¬ 
нейного. Действительно, если АВ — кривая, 
для которой 

У=/(х), 

то ясно, что 


\у4х — \/{х)0х. 


АВ 



Еще любопытней другой способ представления. Пусть Р и ф — две 
точки с абсциссами а и Ь (черт. 199) на каком-нибудь пути РОНО , 
соединяющем их. Предположим для простоты, что этот путь разбивается 
на три части РО, ОН и НО, для каждой из которых у — однозначная 
функция х. Пусть требуется вычислить криволинейный интеграл 

К=\/(х)ёх. 

А? 
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Так как у явно не входит в подъинтегральное выражение, то ясно, что 

е . 

\Кх)йх=\;{х) йх, 

РО а 

к 

= \/(х)ах, 

он * 

Ь 

\ /(■*) <ІХ—\/(х)<ІХ. 

ЙО к 

Складывая, заключаем, что 

ь 

^/(х)ах=\/(х)ах. , 

а 

Следовательно, интеграл 

ь 

[/(■*) 4х 

а 

можно рассматривать как криволинейный интеграл, взятый по лю¬ 
бому пути, началом и концом которого служат точки с абсциссами 
а и Ь. 



§ 195. Теорема Грина —Римана. 


Пусть А —■ площадь, ограниченная контуром С. Мы можем произ¬ 
вольно условиться принимать за положительное вращение луча вращение 
его или по часовой стрелке или против нее. Точно так же и для контура 



для контура может быть произведен совершенно независимо от выбора 
положительного направления для вращения луча. Но от этого произвола 
мы раз навсегда откажемся. 

Когда выбрана декартова система координат, то за положи¬ 
тельное вращение всегда считается вращение в том направлении, 
в котором должна повернуться на прямой угол ось абсцисс, чтобы 
ее положительное направление совпало с положительным направле¬ 
нием оси ординат. ^ ^ 

За положительное направление замкнутого не пересекающегося 
с самим собой контура всегда принимается то направление, 
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в котором должна двигаться точка по контуру, чтобы ее вращение 
около любой достаточно к ней близкой точки, лежащей внутри 
контура, совершалось в положительном направлении. 

Следовательно, если ось X направлена слева направо, а ось У снизу 
вверх, то положительным вращением мы должны считать вращение про¬ 
тив часовой стрелки, а положительным направлением контура то напра¬ 
вление, идя по которому мы будем иметь обходимую площадь слева 
(черт. 200). 

Если же ось X попрежнему направлена слева направо, но ось- 
V сверху вниз, то положительным вращением луча уже будет вращение 
по часовой стрелке, а положи¬ 
тельным направлением контура то 
направление, идя по которому мы 
будем иметь обходимую площадь 
справа (черт. 201). 

В дальнейшем будем считать 
ось X направленной слева направо, 
а ось У снизу вверх. В таком слу¬ 
чае положительным мы должны 
считать вращение против часовой 
стрелки и, чтобы итти по контуру 
в положительном направлении, ог¬ 
раниченная им площадь должна Черт. 202. 

быть слева. 

Пусть площадь 5 ограничена контуром С, который всякой прямой, 
параллельной оси У, пересекается не более чем в двух точках. Орди¬ 
нату нижней его половины обозначим через и , а верхней через ѵ, и 

П У СТЬ и =Х(я), ѵ — }фг). 

Если х=а и у = Ь — прямые, ограничивающие контур слева и справа, 
то, как известно, 

Ь *=|і(*) 

^/(*. У)*х*У=\{ \ /(*» У)4у) ах - 

У а и=Цх) 



Вообще говоря, внутренний интеграл в правой части не может быть- 
вычислен. Но он легко вычисляется, если нам известна первообразна* 
функция по у от подъинтегральной функции. Действительно, если 

$/(*. у) (іу= у(х, у) 4- С 


и, следовательно, 
то имеем 


/(*. У)- 


дч>(х, у) 

• ду ’ 


V =8 [*(*) 

] — ч( х > у )—'-?(*■ к*)) —<р(*. ^Э)- 

в=>(*) У ~ а 


а потому 


Г ^ д ^У) _ах ау = | у{х, >і(д:)) ах — ^ <?(*, ).(х))ііх. 

^ о л 
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Рассмотрим первый интеграл в правой части. Так как 
ь ь 

\ у(х, іі(х))(іх — ^ 1 ?(х, у) ах, где у = іх(*), 
а а 

то он есть интеграл по верхней половине контура в направлении от А 
к В. Точно так же второй интеграл есть интеграл по нижней половине 
того же контура, потому что 

ь ь 

\ <р(лг, Хх))ах—\^(х,у)ах, где у — Х(х). 

Л о 

а <* 


Следовательно*, 

& ^ду У) ~]* ^х,у)ах— ^ у(х,у)ах= 

3 ЛЕВ АВВ 


—— ^ у(х,у) ах — ^ <?(лг, у)ах=— |* ч(х,у)ах. 


В правой части появился интеграл по всему контуру. Имеем равенство 

( 2 ) 

(Г 

■ 4 — 

где стрелка у символа С указывает 
то направление, по которому бе¬ 
рется интеграл по контуру. 

Мы получили формулу, которой 
двойной интеграл выражается через 
интеграл по контуру. Это и есть 
формула Грина — Риман*. Но она до¬ 
казана нами только для площади, 
ограниченной контуром очень частной 
Черт. 203. формы. Докажем ее справедливость 

и для площади, ограниченной кон¬ 
туром любой формы, но не пересекающимся с самим собой. 

Пусть А — площадь первого типа, т. е. площадь, ограниченная слева 
и справа прямыми х = а и х = Ь, снизу и сверху кривыми и = и(х), 
ѵ = ѵ{х\ Имеем 

А а и 

ь 

= [{ <і(х> ѵ) — ?(*, а)} йх—— 1* <р(*, у) ах—^ ч(ху) ах. 

а ВА А'В' 
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В правой части мы не имеем интеграла но всему контуру. Для этого 
недостает интегралов 

\^х,у)ах и \ <р {х,у)йх 

В'В аа’ 


по путям АА и В'В. Но оба эти интеграла равны нулю, так как на 
этих путях ^лг = 0. Поэтому эти интегралы можно прибавить. Делая 
это, получим 


Д д{ *% У) йхйу = | у) ах ^~\ ч {х ' у) йх ' (3 ) 


В А А'В'В 


т. е. получим прежнюю формулу. 

Пусть теперь площадь А ограничена контуром С какой угодно формы. 
Разбиваем площадь А на части первого типа. Если С ѵ С 2 , С 3 , ...— 
контуры, ограничивающие эти части, то по доказанному, применяя фор¬ 
мулу для каждой части, имеем 


^ д Ла х а у =-^ах, 

^ С, 

Ш***^-^**■ 


(4) 



Складываем все эти равенства. В левой части получим интеграл по всей 
площади А. Что касается интегралов правой части, то каждый из них 
состоит частью из интегралов по некоторой части контура С, а частью 
по вспомогательным прямым линиям. Так, например, 


^ <рйх уйх 4- ^ уйх-\- ^ ^<р йх, 

“с Р ге ? У п 713771 т Р 


Интегралы по вспомогательным линиям рт и равны нулю. Остаются 
только интегралы по дугам контура рщ и пзт. Точно так же и от ка¬ 
ждого интеграла в правой части останутся только интегралы по частям 
контура, притом взятых в положительном направлении. В своей сумме 
эти интегралы дадут интеграл по всему контуру, а потому мы снова 
получаем прежнее равенство 


Я 


д<р 

ду 


йхйу 


ч 


ш йх . 


(5) 


но уже доказанное для контура любой формы. 
26 Курс математического анализа, ч. ПТ. 
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В связи с этим равенством естественно рассмотреть также двойной 
Интеграл- 

Г Г д ’Н х ’ у >...... 


Й% 


сіхсіу , 


Иодъинтегральная функция которого равна чДстгіой производгіой по х 
от некоторой функции ф(л\ у), непрерывной на площади А. Предполо- 
. жим сначала, что площадь Лесть площадь 

^ второго типа, т. е. площадь, ограниченная 

р_ В _ С слева и справа кривыми 

/ / Р = Чу), Я — Ѵ-(У)' 

ч /У где ).(_у) и ;і(у) —непрерывные функции, 

I / снизу и сверху—прямыми у —я и .у = () 

а д 0 ' (черт. 205). Имеем 

% х ГГ №-У)^,._Г 1 Г %4 Х )ау= 


л * р=цу) 

? /*=ЧУ) і» ? 

= и / <К*» У) *У = \ 'К>*. У) 4у — 1 <К*. У)<*У = 

а 1*=Цу) « а 

— [ Ф(*> У) <*У + ^ Ф(*« У)<*У -Г ^ $(*> у) а У- 


В правой части мы прибавили два интеграла по путям СВ и АО, 
так как оба эти интеграла равны нулю. В результате имеем 

да 

А С 

Пока это равенство доказано только для площадей второго типа. 
В случае площади иной формы делим ее на части второго типа. Если 
С 2 , С 2 , С 3 , ... — контуры этих частей (черт. 206), то по доказанному 


* іуъ 

й \ * 




(жладывая эти равенства, в левой части получим интеграл по всей 
площади. В правой же части из контуров С,, С 2? С 3 интегралы по 
вспомогательным линиям равны нулю. Остальные же в сумме ладу / инте¬ 
грал по всему контуру. В результате имеем опять (6). 

От вычитания из равенства (6) равенства (5) получается 
Теорема Грина — Римана. Если у(х,у) и Цх, .у) —функции, 
непрерывные на площади А, ограниченной контуром С, то 

И(і"0) л4, ’”Ь ,ь:++ ‘ ,л (7) 

А с 


где интеграл по контуру берется в положительном направлении. 

Равенство (7) содержит в себе оба равенства (5) и (6). Действительно, 
полагая в (7) ф = 0, получим (5), а полагая ір = 0, будем иметь (6). 

Но равенства (5) и (6) поражают 
особенно бросается в глаза, если в них 
ту же функцию, например /(дг, у). 

Тогда получим 

'д/ 


своей несимметричностью. Она 
вместо ф и ф написать одну и 




( 8 ) 


Иі 


ч 


сІХ(іу= \/(лг, у)(іу. (9) 



Казалось бы, так как по существу х 
и у равноправны, то в правых частях 
должен быть один и тот же знак. 

Но эта кажущаяся несимметричность в действительности есть только 
внешнее выражение полной внутренней симметрии. В самом деле, в ра¬ 
венстве (8) интеграл по контуру берется в том направлении, в котором 
надо вращать ось X на прямой угол для совпадения ее направления 
с направлением оси У. Поэтому именно по симметрии в равенстве (9) 
надо интеграл по контуру брать в том направлении, в котором должна 
вращаться на прямой угол уже ось У до совпадения с осью X, а не 
ось X до совпадения с осью У, т. е. надо взять его в направлении, 
противоположном направлению в равенстве (8). Делая это, мы можем 
переписать равенства (8) и (9) в такой форме: 

Ш***’ — \ ,<и - И^^Ч 7 *' 


и теперь очевидна их полная симметричность. 

Формула Римана в большом употреблении в механике и физике. 
Мы здесь рассмотрим одно ее применение к вычислению площадей. 
Если А — площадь, ограниченная замкнутым, не пересекающимся с са¬ 
мим собой контуром С, то 

Ь йхйу. 


26 * 
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Полагая теперь в равенстве 





сначала ф = <р = 0, 
ср = — у , найдем, что 


получим 


А = 4* ^ Х 4У> полагая 
с 

лга?у; наконец, принимая, 


Г 


ір = — у, получим 


2А = \хйу—уйх. 

Г 


же ф = 0, 
что ф = х, 


Из этих равенств следует 

Теорема. Если А — площадь, ограниченная непересекающимся 
с самим собою контуром С, то 


А 


\ х ау, 

4 — 

с 



А = 




Эти формулы часто дают возможность быстро и просто вычислять 
площади некоторых фигур. Вычислим, например, площадь А эллипса 
с осями а и Ь. Возьмем его уравнения в параметрической форме: 
*==асо$*, у = Ь$іпі. 

Когда і меняется от 0 до 2тт, то эллипс обегается точкой как раз 
в положительном направлении. Имеем 

2 * 

Л = хйу — і угід:=•^-аА^(соз 8 ^ + зіп , і)<И = паЬ. 

? о 


§ 196. Заключение. 

1. По определению 

С ір(лт, _у)<*ф(лг, У) = ^ <р(*. У) Щх, у), 
ав і. 

где в правой части х и у рассматриваются как те функции параметра, 
которыми определен путь. 

Криволинейный интеграл равен пределу соответствующей инте¬ 
гральной суммы: 

\ '•?(*. у ) У)= 1!т X л>- 

АВ АВ 

2. Теорема Грина—Римана: 

(Ё -%)4*4у=^4х + *4у. 

А С 



ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ВОСЬМАЯ 


ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ СТАТЬИ- 

$ 197- Признаки сходимости обобщенных интегралов. 

Вопрос о существовании обобщенного интеграла легко решается, 
когда мы можем вычислить соответствующий неопределенный интеграл. 
Но так как эта возможность представляется только в редких случаях, 
то возникает задача о нахождении методов, которые давали бы воз¬ 
можность заключать о существовании или несуществовании обобщен¬ 
ного интеграла без вычисления неопределенного интеграла, а только 

из свойств подъинтегральной функции, т. е. возникает задача о нахо¬ 
ждении так называемых признаков существования интегралов. 

Если интервал интеграции (а, Ь) конечен и функция /(. х ) прерывна 
внутри него только в точках с ѵ с 2 , \.. с п , то по определению 

Ь Сі Сч ъ 

5 /(*) ах = 5 /(х) ах + [/(*) <**+...+ $ № а х . (і) 

а а сг с п 

Следовательно, задача о признаках существования интеграла от функ¬ 
ций, прерывных внутри интервала, сводится к задаче о признаках су¬ 
ществования интеграла от функций, прерывных только на концах интервала. 

Но если функция /(х) прерывна на обоих концах интервала (а, Ь), 
внутри же него непрерывна, и если с — произвольно взятая точка внутри 
этого интервала, то 

ч 

Ь с Ь 

У/(•«) йх =у /О) ах + [/(х) ах, 

а а с 

и интеграл левой части существует, если существуют интегралы правой 
части. Но так как каждый из этих интегралов есть интеграл от функции, 
прерывной только на одном конце интервала, то мы видим, что задача 
о существовании интеграла от прерывной функции в том случае, когда 

интервал интеграции конечен, всегда может быть приведена к задаче 

о существовании интеграла от функции, прерывной только на одном 
конце интервала. 

Далее, так как по определению 

+ 00 с + 00 

5 /С*) ах =\'/(лг) 4х+\ /(*) ах, 

— 00 — 00 с 

а потому интеграл левой части существует только при условии, что суще¬ 
ствуют интегралы правой части, то задача о существовании интегралов 

405 




с двумя бесконечными пределами сводится к задаче о существовании 
интегралов только с одним бесконечным пределом . 

В результате мы видим, что для решения вопроса о суще¬ 
ствовании обобщенных интегралов мы должны иссле¬ 
довать вопрос о существовании интегралов только 
двух типов: интегралов от функций, прерывных только 
на одном конце интервала интеграции, и интегралов 
только с одним бесконечным пределом. 

Пусть же подъинтегральная функция /( х ) в интервале (а, Ь) прерывна 
только при верхнем пределе. Возможны два случая: или или а >6. 

а Ь Ь Оба эти сл У чая будем рассматривать одно- 

_ч- С ь временно. По определению 

X 


ь 

4ч 



[/(х)сІх~1іт \/(х)4х, 

я ^ 


Черт ‘207. где 6 положительно, если а<^Ь, и отри¬ 

цательно, если а^>Ь. Пусть с — точка внутри 
интервала (а, Ь). Эта точка может быть взята как угодно близко к точке 
Ь у но не должна с нею совпадать. Для сокращения.письма положим 

Ь — в Ь — в 

о = \ Ах) 4х, н=\ /(*) ах 

• ^ 

а с 


и возьмем е настолько малым, чтобы точка Ь — а была внутри интервала 
(с, Ь). Так как функция /(х) непрерывна на всем интервале (а, Ь — е), 
то 

Ь — * с Ь — і 

^ /(х) ах = | /(*) ах + ^ /(х) ах. (2) 

.. » *с 


Переходим к пределу, предполагая, что е бесконечно умаляется. 
Имеем: 

Нго О = ^ /(х) ах + Нт И. (3) 

а 

Следовательно, если И имеет конечный предел, то и О имеет тоже 
конечный предат. Обратно, если О имеет конечный предел, то конечный 
предел имеет и Н. Следовательно, интегралы О и Н одновременно или 
имеют конечные пределы или их не имеют. Иными словами это значит, 
что обобщенные интегралы 

ь ь 

А — \/{х)ах н в = \/(х)ах 

я с 

всегда существуют одновременно, причем точка с может быть взята как 
угодно близко к Ь. Следовательно, 

если функция У(х) прерывна' только в точке Ь, то существова¬ 
ние или несуществование интеграла на всем интервале (а, Ь) за¬ 
висит от его существования или несуществования в области точки Ь, 
т. е. в любом достаточно малом интервале ( с , Ь). 

Щ 



Эта область будет лежать слева от Ь } если а<^Ь и справа, если а>Ь. 

То же заключение справедливо и для интегралов с бесконечным пре¬ 
делом. Условимся в следующем способе выражения: 

Бели какое-либо утверждение справедливо о < всяком интервале 
(с, + °°)' лишь бы только с было достаточно велико, то мы будем 
говорить, что данное утверждение справедливо относительно обла¬ 
сти точки + оо. 

Если же какое-либо утверждение справедливо о всяком интер¬ 
вале (с, — сю), где отрицательное число с достаточно велико по 
абсолютной величине, то мы будем говорить, что данное утвер¬ 
ждение справедливо относительно всякой области точки — оо. 

Пусть с — как угодно большое число и 6>с. Имеем 

Ь с Ь 

[ /(х) 4х=^ /(х) іх 4-1 /(х) йх. 

а а с 

Если заставим Ь стремиться к то °^ а интеграла 

ь ь 

\/(х )йх и \/(х) Лх 

0 'с 

будут одновременно иметь конечные пределы или не иметь их, а потому 
интегралы +со +00 

/(*) ІХ И §/( х ) Ах 
а с 

будут одновременно существовать или не существовать. Следовательно, 
существование или несуществование интеграла с пределом -|-сю зависит 
от его существования или несуществования в 
области точки -)-оо. 

То же, очевидно, справедливо, когда- пре-' 
делом служит —*оо. 

Если мы теперь условимся в этой главе 
называть критическими точками точки прерыв¬ 
ности функции, а также точки -[-ос и —?°> 
то мы видим, что наши исследования приводят Черт. 208, 

нас к следующему общему выводу: 

Существование или несуществование обобщенного интеграла на 
всем интервале зависит от существования или несуществования его 
в области каждой критической точки. 

Следовательно, 

существование обобщенного интеграла зависит не от свойств 
функции на всем интервале, но только от свойств функции в об¬ 
ласти каждой критической точки. 

Этот результат чрезвычайно важен. На всем интервале функция может 
обладать значительно бблее сложными свойствами, чем в области какой- 
либо точки. Так, например, функция, изображенная кривой на чертеже 
208, принимает во всем интервале как положительные, так и отрицатель¬ 
ные значения, но в области точки Ь она только положительна. 

Заметим теперь, что если функция /( х ) в области точки Ь сохраняет 
один и тот же знак, то при решении вопроса о существовании интеграла 
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мы всегда можем считать ее положительной, потому что если точка 
с взята достаточно близко к Ь, то ясно, что интегралы 

ь & 

^ /(х) йх и ^—/(, х ) йх 
с с 

всегда существуют или не существуют одновременно. Поэтому если бы 
функция /( х ) в области рассматриваемой точки была отрицательна, то 
мы вместо первого интеграла рассматривали бы второй. Приняв это во 
внимание, предположим, что в интеграле 

ь 

А = \ фО) у(х)4х (4) 

а 

функции <р(х) и ф(л:) в области критической точки Ь сохраняют один 
и тот же знак. Согласно только что сказанному будем их считать поло¬ 
жительными. Далее предположим, что функция ф(лг) имеет конечный 

предел к, не равный нулю, и что интеграл 

а с о 

- 1 - 1 —' ? 

ь * В = \у(х)<іх (5) 

Черт. 209. а 

существует. Докажем, что в таком случае существует и интеграл (4). 

Предполагаем сначала, что а<^Ь, и возьмем точку с настолько близко 
к Ь , чтобы функции ф(лг) и ш(лг) на интервале (с, Ь ) были положительны. 
Взяв 5 достаточно малым, рассмотрим интегралы 

& — е Ь — в 

О = ^<Ь(х)у(х)4х и Н=^у(х)<1х. (6) 

с с 

По условию функция ф(лг) положительна в точке Ь и имеет предел 
к =7^=0. Поэтому если возьмем два таких положительных числа т и ЛТ, что 

т < к < М л (7) 

то с можно взять настолько близко к чтобы для всякого х в интер¬ 
вале (с, Ь) имели место неравенства 

т < ф(лг) < М. 

Считаем, что с взято таким. Тогда, гак как (р(дг) положительна, 
имеем 

т у(х) < 4(д:) у(х) < ЛГ*(лг), 

а потомѵ 

т \ ср(лг) (іх < ^ ф(лг) у{х)йх < М (<р(лг) йх , (8) 

? V с 

или согласно (6) 

тН<0<МН. (9) 

Так как с<^Ь — 5 и подъинтегральные функции положительны, то 
интегралы Н и О, когда з—*0, необходимо возрастают, а потому имеют 
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пределы; весь вопрос только, какими будут эти пределы, конечными 
или бесконечными. Из (9) имеем 

т Нт Н ^ Нт О 2 М Ііт Н. (10) 

Если теперь интеграл (5) существует, то Ііт// и Ііт О конечны, т. е. 
интеграл (4) существует. Если же интеграл (5) не существует, то 1іт#= 
= + оо, а потому Ііт О тоже бесконечен, т. е. интеграл’ (4) не суще¬ 
ствует. Итак, интеграл (4) существует или не существует одновременно 
с интегралом (5). Это, если а <6. Но если бы имели а^>Ь, То вместо 
интегралов (6) мы взяли бы интегралы 

с с 

\ ф(х)ф(л:) Ах и \ ср(лг) Ах , 


а потому вместо (8) имели бы 

с с с 

гп \ ср(лг) Ах ^ \ ф(лг) у(х) Ах^М\ ср(лг) Ах; 

Ь~-ш щ 

остальной ход рассуждения остался бы неизменным. 

Если же в (4) верхний предел бесконечен: і = -|-оо, то мы тогда 
взяли бы с достаточно большим и вместо (8) имели бы 

ь ь ь 

т ср(лг) Ах < $(х) <р(лг) Ах<^м\ у(х) Ах. 

С С С 

Заставляя Ь стремиться кЦ-оо, полу- Ь с о 

чили бы прежний результат. Следовательно, 1 1 1 

имеем теорему: 

Если в области конечной или бес- Черт. 210. 

конечной критической точки Ь функции 

Ь(лг) и ^(х) сохраняют один и тот же знак и если функция ф(лг) 
имеет в точке Ь конечный предел, не равный нулю, то интегралы 

ь » ь 

А = ф(х) у(х)Ах и В=\^(х)йх I 11 )' 

а а 


существуют или не существуют одновременно. 

Очевидно значение этой теоремы. Вместо интеграла А мы можем 
рассматривать более простой интеграл В , т. е. в интеграле А можем не 
обращать внимания на множитель ф(л:). 

Перейдем теперь к выводу признаков сходимости. Предварительно 
заметим следующее: если функция /(х) в интервале (с, + оо) всегда 
остается больше некоторого положительного числа т: /(•*)> /я, то 


ь ь 

^ [(х)Ах^> ^ тАх, 

с а 


№ 


т. е. 


> т (/; — а). 



и если Ь —► + ЭС, то правая часть, а потому и левая бесконечно воз¬ 
растают. Следовательно, интеграл 

4-оо 

$/(*)<** (12) 

С 


не существует. Поэтому если он существует, то функция /(. х ) не может 
оставаться при всяком х больше одного и того же положительного 
числа т, как бы мало ни было это число. Иными словами это значит, 
что функция /( х ) должна принимать как угодно малые значения. Поэтому 
при вопросе о существовании интеграла (12) мы ограничимся только тем 
случаем, когда предел функции /(*) в точке оо равен нулю, т. е. 
когда при бесконечном возрастании х функция /(х) бесконечно умаляется. 

Но если, когда х бесконечно возрастает, функция бесконечно ума¬ 
ляется, то возникает вопрос о порядке ее малости. Но говорить о по¬ 
рядке малости одной величины можно только по отношению к другой 
величине. Естественно, когда х бесконечно возрастает, быстроту умаления 

функции /(де) сравнивать с быстротой умаления функции —, т. е. рас¬ 
сматривать предел отношения * 



— х т /(х) 


при различных показателях /и. Поэтому введем 

Определение , Если, когда х стремится к +°° или к —ос, 
функция х бесконечно умаляется, то говорят, что ее порядок 
малости равен л, если 

Ііт х п /{х) == к. 


где к конечно и не нуль, и что этот порядок больше л, если 

Цт = О, 

и меньше л, если 

Нт^ я /(л) = ос # 

Подобным же образом/если функция /(де) вточке^обращаетсявос; 

1іт/(де) = оо, 

л* -* Ь 

то естественно рассматривать порядок ее бесконечности относительно 
функции --, т. е. рассматривать предел отношения вида 

X и 

- ■ =(* - Ь)«/(х). 

Определение. Если функция /(х) в точке Ь обращается в бес¬ 
конечность, то говорят, что в этой точке ее порядок бесконечности 
равен п, если 

Ііш (х — Ь) ч /(х) =* к, 

х —* Ь 


410 



где к конечно и не нуль. Этот порядок меньше я, если 

Ііш (х — &)"/(*) = о. 

дг -*Ь 

и больше п 9 если 

Ііш (х — Ь) п /(х) = 00. 

х -*Ъ 

В определении предполагалось, что х приближается к Ь справа; если 
бы х приближался слева, то мы имели бы х<Ь, и при п дробном или 
несоизмеримом надо вместо х — Ь брать Ь — лг, чтобы избежать мнимых 
чисел. 

Пусть теперь данная функция /( х ) прерывна в интервале (я, Ь) только 
в точке Ь У обращаясь в ней в бесконечность, и пусть 

\т(х — Ь) п /(х)=:к, причем к=^=0 и ^оо. 

Следовательно, порядок бесконечности функции /( х ) в точке Ь ра¬ 
вен л. 

Взяв точку с достаточно близко к Ьу рассматриваем интеграл 

ь 

0 — ^(,х)йх- (. 13 ) 

V 

Переписав его в такой форме: 

л ( 1 V* 

мы представим подъинтегральную функцию как произведение двух функ¬ 
ций: . 

= (&-*)■/(*) и 


а потому можем к нему применить доказанную выше теорему, так как 
функция <р(лг) в области точки Ь сохраняет один и тот же знак и, кроме 
того, функция имеет конечный предел, не равный нулю. Заключаем, 
что интеграл (ІЗ) существует или не существует одновременно с инте¬ 
гралом 


1 


йх 

(Ь-хГ ’ 


с 


Но легко убедиться, что этот интеграл существует только прѵ 
п<і 1 и не существует при 1. Но если он существует, то 
существует и интеграл (13), а потому 

Теорема • Интеграл 

ь 

\/(х) йх ( 14 ) 

С 

существует, если порядок функции /(х) в точке Ь меньше единицы; 
если же порядок больше или равен единице, то интеграл не суще¬ 
ствует. 
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Рассмотрим, например, такой интеграл: 

і 


А _Г соз хйх 

3 у г ^ах-у'\х — 1) а 


( 16 ) 


Подъинтегральная функция 

т- 


С05Х 


(/зіпл:- }(д: — I) 2 

обращается в оо в точках х = 0 и х=1. Ищем ее порядок бесконеч¬ 
ности в этих точках. Так как 




\ 

= 1 , 


Нтл; 2 /С*0 = Нт |і /“ —— 
х->о х-*о{Ѵ зіпл: 

Нш (де — 1)Т № )=|і„ 1 (і2і} = ^і. 

•*-*> *ч4 I У 8ІП X I Р'ЗІПІ 


1 2 

ТО ЭТИ порядки соответственно равны — и Так как они меньше 

* V ( 

единицы, то интеграл (15) существует. 

Рассмотрим теперь интеграл 

+ г - 

5 Цх)йх 

С 

с бесконечным пределом и предположим, что функция }(х) в точке 4" оо 
имеет порядок малости, равный п. Следовательно, 


Имеем 


Нш х п ?(х) = к, где кФО и ^ оо. 
*-++оо 

+ 00 +00 

* С с 



В правой части подъинтегральная функция есть произведение двух 

функций: функции х°/(х), предел которой конечен, и функции , 

которая сохраняет один и тот же знак. Следовательно, интеграл (16) 
существует или не существует одновременно с интегралом 



с 


Но если я<1, то 


I 



( 17 ) 
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ХЛУІ п= 1, то 


- Л) 

^ ^ = Іп(4-оо)-1пс = 4-оо, 


если я>1, то 
+ 00 


>- +в0 

I <іх_ 1 

3 , Я-1'Л* 


1 


-1 


(« — І)^" 1 


Только в последнем случае, т. е. при п^> 1, интеграл (17), а потому 
и интеграл (16) существуют. Следовательно, интеграл 

^ /(д ;)4х ( 18 ) 

С 

существует, если порядок малости функции /(х) в точке -]- 00 больше 
единицы. Если же этот порядок меньше или равен единице, то интеграл 
не существует. 

Рассмотрим, например, интеграл: 

4-ое 

х г -\-5 


I 


З^+дг + 7 


іх. 


(19) 


Обозначая подъинтеграл'ьную функцию через /(л), имеем 


л*)=4 і 




а потому ясно, что 


X 2' 1 7 ’ 


ііш(дгад)= т . . 


Следовательно, порядок больше единицы, а потому интеграл существует. 

§ 198. Эйлеровы интегралы. 1 

Эйлеровым интегралом первого рода называется интеграл 
і 

[хр- і(\—х)і-Чх. 

6 

Если /><0, то подъинтегральная функция бесконечна при х=0; 
она бесконечна при х=1, если < 7 < 1. Поэтому возникает вопрос 
о существовании этого интеграла. Полагая 

/(х)=хР~Ц\ —х )* -1 , 

имеем: 

Нт х'-р/(х)= 1, Пт (1 —х )»“*/(*) = 1. 

л* -►О х-+\ 
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Следовательно, порядок бесконечности функции /{х) равен 1 - р в 
точке х~ 0 и 1— д н точке х—\. Поэтому интеграл существует тогда 
и только тогда, когда эти порядки меньше единицы, т. е. когда р и д 
положительны. Этот интеграл обозначается так: В(/?, д), что читается: 
бэта от р и д. 

Эйлеровым интегралом второго вида называется интеграл 

— 00 

^ х р ~ л е~ х сІх. 
о 

Обозначается он гак: Г(/7), что читается: гамма от р. Если /><1* 
то порядок бесконечности подъинтегралыюй функции в точке х=0 
равен 1 — р, а так как интеграл существует только в том случае, когда 
этот порядок меньше единицы, т. е, когда 1 — 1, то в области 

гонки х = 0 интеграл существуем тогда и только тогда, когда р положи¬ 
тельно. В области х — -\-оо интеграл всегда существует, потому что 
при всяком т 

Ііш х т е-*~ О, 

X 00 

и, следовательно, порядок малости подъинтегральной функции больше 
единицы, 

Итак, при положительных показателях, и только при положительных, 
эйлеровы интегралы существуют. Возьмем первый из них: 

I 

В(р, 0 = -х)«-Чх. (1) 

Полагая х=\ — у, получаем 

о 

ВО»,0= -уу-Чу. 

і 

Переставив в правой части пределы интеграла и заменив символ у опять 
символом х , будем иметь: 

і 

В(р, <?)— С х 9 ' 1 (1 - ху-Чх. 

б 

Следовательно, 

В (р,д) = Щ,р). ( 2 ) 


Таким образом, оказывается, что функция Ъ(р,д) симметрична отно- 
еительно своих аргументов. 

Сделаем теперь такую подстановку: 



Когда х меняется от нуля до единицы, то г меняется от нуля до 
Д-оо, а потому после подстановки найдем, что 


+ 0С 


гР-'сІг 
(1 +гу+« 
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Мы скоро воспользуемся этой формулой. Теперь 
эйлеров интеграл второго рода: 


г 

-сое 




е~ х хР~ л йх. 


Прежде всего имеем: 


Г(1)= \ е-Чх 


/ ІЛ = +М 

в-* = 1, 

<=0 


а потому 


Г(1)= 1. 


же рассмотрим • 


(4) 


(5) 


Это можно считать первым свойством функции Г (р). Далее, интегри¬ 
руя по частям, мы последовательно имеем: 


и так как 

то 


4-со 

Г(р-рі)= у хг>е-*йх = 



оо 

= — \х р е~ х ] \р § е~ х хР 


+ 00 


л Лх 


\тх р е~ х — (}, 
*-»-Ьоо 


Г(р+ 1)=рГ(/?). 


( 6 ) 


Это — второе свойство функции Г. 

Пусть теперь т — целое положительное число. Применяя равенство 
(6) несколько раз, мы имеем: 


Г(/я+1)=/»Г(/й), 

Г(я)=(«—1)Г(« -1). 
Г(т - 1)=(я» ~2)Г(иі -2), 


Г(3) = 2Г(2), 

Г(2)=іГ(1), 

Г(1)=1. 

Перемножив все эти равенства, заключаем, что 

, Г(/«4-1) = 1 • 2• 3 .. .(/и- 1)/» = /иІ (7) 

Это — третье свойство Г. Замечательно, что в правой части стоит 
выражение, которое имеет смысл только при т целом. 

Возвратимся к основному равенству (4). Полагая х=ау, где а — 
постоянная положительная величина, получим: 

+.* 

Т(р) = а р \ е-ѵуР-Чу, (8) 
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откуда 


1 

аР 


и + Л ,., 

р т 5 


‘УуР-Чу. 


(&; 


Заменим здесь а через а р — через р~\~д. Получим 

+ 00 


(1 




ау. 


( 10 ) 


Возьмем теперь равенство (3). Благодаря (10) это равенство можно пе¬ 
реписать в такой форме: 

+ 00 +0О 

В(Р>4)=^ { Г (р Р ^) ] е-^УуР^-Ыу^аг, 

*0 О 

или, вынося и подводя постоянные множители под знак интеграла: 

+ 00 + 00 

в(/>,?)= Г(р4- ? ) | { | е-Ы-'УуР+і-іяГ-іау^Ог. 
ѵ 0 0 

Изменяем порялок интеграции. Имеем: 

+ 00 +00 


в (р,чУ- 


) 


о о 

Или, вынося постоянный множитель, 

+ 00 +00 

В(р,<7) = Г( \ ^ 1 е- у У р+ч ~ г ^ е- 3 УгР-'(1г\йу. (11) 
} о - о 

В равенстве (8) вместо а напишем у, а у заменим буквой г. Получим: 

+ 00 

Г(р)=у р Г е~У 2 г р ~ л (1г, 

о ' 

а потому из (11) 

+ оо +оо 


и окончательно неожиданное равенство 


В (р,д) 


Т(р)Т(д) 

Г (р-\-д)' 


которым функция В выражается через функцию Г. На этом примере мы 
видим, какова мощь теорем о подстановке и диференцировании и интег¬ 
рировании по параметру. 
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§ 199. Строка Тейлора. 

13 теорбе об интегрировании по частям: 

ь ь 

^ <{>(х) = !>(•*) ФС*)] а — $ Ф(*> 

а а 

неявно содержится строка Тейлора. 

Пусть /( х ) — функция, непрерывная в интервале (а, Ь) вместе 
с своими производными до л-го порядка включительно. 

Так как 

\/Ч*) <**=/(*>+С. 

*то X 

\/Чх)<Іх=№-/(а). 

а 

Замечая, что 

йх = й(х — б), 


перепишем эти равенства в такой форме: 

ь 

ЦЬ) - /(«) = \/ '(х) і{х - Ь) 

а 

и проинтегрируем правую часть по частям. Так как 
ѴХх)(х-Ь)] ь а = (Ь-а)/»(а). 


го получим 


о 

т - / (а)—(Ь - а)/Ха) + \(Ь - *)/'(*) ^ 


Но интеграл а правой части тоже можно проинтегрировать по ча¬ 
стям. Имеем;. 

ь ь 

\ {Ь-х)Гіх)Ох= 1Т2 \ГѴ>*(Р-Х?=* 

а а 

\<- Ь ~ *)’/"'(*)<**. 


а потому 


ІШІІыНПу л 


и так как 


^ (* - *)■ ГХх) йх = - і- ^/ М, (Х)<*(* *)* = 


_(*-«>* 
— 3! 


ь 

/ " ,(в) +5г] (А " х)8/,К(х)Лс ’ 


-7 Курс математического анализа, ч. III. 
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то 


А*) — /( а ) = (Ь — а)/'(а) -|- -—/”( а ) + '—зр“ /*"( а ) + 


+ й\ {Ь ~ Х)І/ІѴ{Х)аХ - 


Интеграл в правой части тоже можно проинтегрировать по частям 
и т. д. Вообще замечая, что 

ь ь 

і- - *)Ѵ'* +1) (*)<** = - ( ^ТГ)Г(*)*№ - 

а л 

и интегрируя по частям, получаем равенство 


+ (*4л)Г [V - х) Ік+1) / {к+ѵ (*) **• 

а 


[( 2 ) 


Полагая последовательно к равным 1,2,3,..., мы получаем ра¬ 
венства 

т-т=Ф - *)/'(«)+$ (р - ху\х)лх, 

а 

Ь * 

| ІЬ-х)Пх)Лх= т+~\(Ь-х)>Г(х)ах, 

а а 

Ь * 

^ ^ (Ь - *)’/"(*) 4 х= /'"(«) + |^(* - х)*/”(х) ах, 

а * 

Ь * 

1 ^ 0 . -~ху/"(х)4х- ( ±-=^/"Ю + ± ( ф-хУПх)іх, 


1 

(я-2)1 


^ (Ь - (*)<**= (*) + 

• а 





Складывая их, найдем 


ЯЬУ-т=(Ь-а)Г(а) + ( -Ц^/'(«) Ь . • + 


(л—1)! 




где 


(я— 1>! 




О) 

( 4 ) 


Но это и есть не что иное, как строка Тейлора. 

Представим ее в привычной форме. Для этого сначала в интеграле 
правой части заменим символ х как символ интеграции символом ц, 
а величины а и Ь — через х и л:-{-А. Получим: 


к 2 к п ~ І((п-1)(у\ 

/(*+*)=/(*)+№)+^/'(*)+ • • • + - д_Л ) 1 +* л 


где 




( 5 ) 

( 6 ) 


Этот интеграл нетрудно представить в более простом виде. Прежде 
всего сама собою напрашивается подстановка 

«==* + *■ 

Когда и изменяется от х до х-\-к, то г изменяется от нуля до А, 
а потому 

л 




( 7 ) 


Теперь пределы интеграла уже не зависят от х . Нетрудно сделать 
так, чтобы они не зависели также и от А. Полагаем 

г=и. 


Когда г изменяется от нуля до А, то і изменяется от нуля до еди¬ 
ницы, а потому 

і 

*«= ( 1Г“Т)Т $< 1 -*Г' л Р п Кх+Ы)4і, (8) 

о 

и в правой части мы имеем интеграл уже с постоянными пределами. 
В результате получаем теорему: 

Если данная функция /( х ) вместе с производными до л-го 
порядка включительно непрерывна в интервале (х, х-\-к), то 

/(х + Н) =/<*) + к/'(х) + -|/<*)+...+ + *» . 

г Д е А» /і 

(9) 


27* 
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Такой вывод строки Тейлора, интересный сам по себе, приобретает 
особое значение благодаря тому, что мы получили новую форму для 
остатка. Эта форма часто очень удобна при теоретических исследова¬ 
ниях. Преимущество ее перед формами Коши и Лагранжа в том, что 
в нее не входит неизвестная величина Ѳ. Но из нее нетрудно получить 
обычные формы остатка. Пусть р — произвольно взятое положительное 
число. Имеем 1 

я. = ( - „ ^ 1)! [ (1 - іу - р / ип > (х + Щ .(1 - іу-Ыі, 

О 

и так как множитель (1 —положителен, ^іока і меняется в пре¬ 
делах от 0 до 1, то по обобщенной теореме о среднем значении ин¬ 
теграла ^ 

Я* = ( Т —1)1 (1 - *) я - р /' я) (.X + А») ( О - іу- 1 Я. 

о 

где 0<Ѳ<1. Вычисляя• же интеграл правой части, находим 

_А Я (1 — Ьу~Р/і*Хх-\-Щ 
(*-!)!/> 

т. е. мы получили остаток в форме Шломильха. 

§ 200. Формула Валлиса. 

Вычислим следующий интеграл: 

К 

У 

а я = ^5іп я л: йх. 

6 

Индекс символа и п должен показывать, в какой степени в подъинте- 
грільном выражении берется функция зіпх. Показатель п считаем целым 
положительным числом. Имеем 

ІГ Г 

У У 

\ 5ІП"ДГ йх — — ? 5ІП Л_1 Ж а С05 X. 

О 8 

Интегрируя по частям, находим: 

Л і * 

2 г. 1 

\5ІП Я Х<ІХ = — [5!'п"" 5 ЖС05Х]2 (Я — 1) \ 5ІП"“*ДС С08*ХЛг = 

« 8 

1 Г 

У 

= (я - 1) ^п*-**(1 - эіп 2 х)йх — 

о 

іс іт 

У У 

= (я — I) | і1п я “ г хйх (я - 1) \ $1о я лс йх. 
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В правой части снова появился искомый интеграл. Перенося его 
в левую часть, находим: 


* . 

^8Іп' І Х С ІХ= П п 1 ^ 5ІП Я “ 




или, пользуясь сокращенным обозначением: 


и 


п 


л — 1 


л 


4 я-з- 


( 1 ) 


Полученная формула приводит искомый интеграл к интегралу того 
же тина, но с показателем, уменьшенным на две единицы. Применяя эту 
формулу несколько раз и понижая каждый раз показатель на две еди¬ 
ницы, мы придем, наконец, к одному из следующих интегралов, кото¬ 
рые получим, полагая л = 0 или л=1: 


2 2 

\сіх с=^-, ^ЗІПХЙДГ— 1, 
о о 


смотря по тому, равен ли первоначальный л четному числу или нечет¬ 


ному. Вычислим и п . 

Если л - четное (я = 2/и), то 
_ 2/и — 1 
и - т ~ 2/и 

2/и — 3 

и зт -2 2 гп — 2 а * т ~*' 

_ 2т — 5 

°іт~* 2 т — 4 “ 2я »- в ’ 


если я — нечетное (л — 2/и— 1), то 
_ 2/я — 2 
а «т-1 — 2/и — 1 

_2/и — 4 

к 2 <я-з 2/и — 3 

_ 2/и — 6 

а 2яі-5 — 2/и_ 5 и іт-Т 


«2 

«О 



2 

3 


“і 


“» = 1- 


Перемножая между собой равенства каждой системы, мы после оче¬ 
видных сокращений получаем: 

и я 1 -3-5 -7... (2/и — 5)(2лі — 3)(2/и — 1) 

Иаи “ 2 2 4-6.8 ... (2/и - 4)(2/и - 2)(2/и) ’ 1 ' 

_2 • 4 • 6 • 8 ... (2/и — 6)(2/и — 4) (2/и — 2) * 

3-5-7-9 ... (2/и — 5Х2/и — 3)(2/и — 1)’ 

Весьма красивые выражения. В числителях и знаменателях стоят 
процзведеніф или только четных чисел или только нечетных. Кроме того, 
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заслуживает внимания следующее обстоятельство: в правой части равенства 
(3) мы имеем рациональное число, в правой же части равенства (2) при¬ 
сутствует несоизмеримое число —. Следовательно, значение интеграла 

к 

Т 

и п = \ 5іп л лг йх 
6 

равно рациональному числу в случае п нечетного и несоизмеримому 
числу в случае п четного. 

Отсюда следует, что, чтобы знать величину интеграла и п при п 
четном, необходимо предварительно знать значение тг. 

Весьма любопытно то, что равенствами (2) и (3) можно восполь¬ 
зоваться для вычисления тг. 

Если х изменяется только в границах от нуля до , то $іп х 
положителен и меньше единицы. Поэтому ^ 

к к тс 

у ту 

\ 8іп !ш+1 д; зіп 2іп х <] \ $іп 2/я-1 лс <іх, 

ооо * 

потому что подъинтегральные функции удовлетворяют этим неравенствам. 
При наших обозначениях 

^2яі + 1 < В 2(п< И 8ш-1- ( 4 ) 

Заменим в этих неравенствах интегралы их значениями из равенств 
(2) и (3), которые нам дают значения для и 2т и и 2т _ 1 . Чтобы получить 
, значение для и 2т+ ѵ очевидно, достаточно в равенстве (3) заменить т 
через т- (-1. Делая все это, получаем неравенства: 

2- 4 ... (2 т — 2)(2т) ^ тг 1*3 ... (2т - 3)(2/я -1) ^ 

3- 5 ... (2т- ІХгт+І)*^ 2 2-4 ... (2т - 2)(2т) < 

^ 2 - 4 ... (2т — 4) (2т — 2) 

^3*5... (2/и — 3) (2/и — 1) ' 

Деля на левую часть, имеем: 

тг ЬЗ.З. 5.5 ... (2т— 1)(2/и — 1)(2/п+1) 1 

2 *2-2.4-4-6.6 ...(2/ті — 2) (2/и — 2)(2т)(2т) < + 2/и* 

Ясно, что можно написать следующее равенство: 

тт ЬЗ - 3.5.5 ... (2/и—1)(2 т — 1) (2т 1)_ . Ъ т 

2 2 • 2 • 4 • 4 • 6 ... (2/н — 2) (2/я) (2/я) — + 2 т' 

где 0 да — неизвестная положительная величина, меньшая единицы. Значе¬ 
ние ее, очевидно, зависит от того, каково /я, которое может быть ка¬ 
ким угодно целым числом. 

Из (5) мы получаем замечательную формулу: 

тт 2.2*4.4-6*6 (2/и — 2)(2/я — 2)(2/я)(2/я) / . Ь т \ 

2 1*3*3*5*5*7.. .(2/я—3)(2/я—1)(2/я—1)(2/и-|-1)\ К ’ 
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Эта формула дает возможность вычислить тг. В с^мом деле, приняв, 
что 

тт 2 • 2 • 4 • 4 ... (2т — 2) (2т) (2/я) 

2 — ЬЗ-З-б ... (2 т— 1)(2ія - 1)(2/я + 1) 1 

1 

мы сделаем ошибку, которая меньше 7 ^- того значения, которое полу- 
чится для --- *). 

ф!і 

Разделим равенство ( 6 ) на последний множитель правой части и 
затем перепишем его в такой форме: 

тг 1 224466 2т — 2 2т 2 т 

2 ' , — Т "Т Т‘"5 ’1ГУ в 2лі — 1 '2т — Ѵ2т+1 ' 

2т 

Это равенство справедливо при всяком т . Если же мы будем увеличи¬ 
вать т, то будет увеличиваться число множителей в правой части. 

Вообразим, что т возрастает до бесконечности. Тогда в пределе 
правая часть обратится в произведение бесконечного числа множителей, 
и мы получаем следующее чрезвычайно красивое равенство: 

тг_ 22446688 

~2 1 3 3 5 5 7 ' 7 * ІГ ‘ ’ 

Это равенство называется формулой Валлиса. Она дает выражение 
для через бесконечное произведение. 


§ 201. Интеграл типа^^щ^(лг— гу-'/{г)йг. 

а] 

Если мы от непрерывной функции /( х ) возьмем интеграл от а до х , 
где а — некоторая постоянная величина, то получим функцию 

х 

$(х) = \/(х)4х, 

а 

производная которой равна подъинтегральной функции и которая обра¬ 
щается в нуль при х = а : 

У(х)=/(х), ф(а) = 0. 


*) Чтобы ясно это видеть, достаточно переписать равенство (6) в такой 
форме: 

- 2 = Рт ( 1 + 2/п) = Рт + Рт 2"» • 

Так как 0 т <1, то, принимая, 410 -^- = ^ мы делаем ошибку, которая 

Р тт. 

меньше, чем ~ . 

2/я 
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Но получив функцию ф(лг), мы можем ее в свою очередь проинтегриро¬ 
вать в пределах от а до х. Получим функцию, которая обозначится 
так: 

\/С*) <1х}йх. 

а а 

От этой функции мы можем снопа взять интеграл в пределах от а 
до х. Получим функцию 

\ {^ [ \/(х)<іх\ ах) ах, 

а а а 

которую в свою очередь можем проинтегрировать от а до х. 

Вообще если мы данную функцию /(х) последовательно проинтегри¬ 
руем п раз, каждый раз в пределах от а до х, то мы получим функцию 

и = ИI { і ■■ • • (И & (х > ах ) *х ) • • •} Лх ах, 

а а а а а 

где знак интеграла повторяется п раз. Эту функцию принято короче 
обозначать так: 

XXX XX 

.. . \ \/(х)ах\ 

ааа а а 

или еще короче так: 

и — \/(х)<іх п . 

и 

а 

При этом очевидно, что при каждом новом интегрировании мы 
будем получать функцию, производная которой равна той функции, от 
которой берется последний интеграл. Поэтому ясно, что 

й 

25=\І /(х,4г "'- 


4*-'и Г 

/С*) ^ Х > 


й п и 

*?=**>■ 
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и что сама функция и и все ее производные до (я - 1)- п , порядка 
равны нулю при х~-а. 

Вообще говоря, в большинстве случаев бывает затруднительно про¬ 
извести даже одно интегрирование, тем более несколько последователь¬ 
ных интегрирований. Поэтому заслуживает особого внимания тот заме¬ 
чательный факт, что я-кратное интегрирование всегда может быть заме¬ 
нено одним интегрированием. В самом Деле, применяя теорему об 
интегрировании по частям, мы имеем: 




)~Л х \ 

а 


/{х)йх 


,=/ 


.V 

| х/{Х)СІХ. 
а 


Проинтегрированная частъ при нижней подстановке х^а обра¬ 

щается в нуль, а потому 

XX ■* ■* 

^( Л /(лг) <іх) 4х=хх\ /(х) ах — \ х/(х) ах 

а а і * 

Заменим теперь в правой части символ х как символ переменной инте¬ 
грации новым символом г. Получим: 

ЛГ* * * 

] ][ /(х) ах* = х[/{г) <іг—) */(*) аг. 

и а а л 

Теперь мы можем в первом интеграле правой части подвести х как 
постоянный множитель под символ интеграла. Получим 

\ ^ /(л?) ах г =|(лг — г) /( г ) аг, (1) 

а а а 

и мы видим, что результат двукратного интегрирования выражается 

через один определенный интеграл, причем функция /( х ) может быть 
какой угодно непрерывной функцией. 

Заменим в равенстве (1) функцию /( х ) функцией 

х 

\/(х)ах. 

а 

Тогда получим 

х хх х а 

■ Ш тіх,= П (лг - г) (1 /мл )] 

* а а а а л 


х а 

= - у $(] /(*) «**) а{х~гУ 

а а <Іх> 


я 
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и, интегрируя правую часть по частям, имеем: 

= — і [(*-*)^/(*)^] +±.ух-г)*/(г)<1г. 

а 'а в=а а 

Проинтегрированная часть обращается в нуль х и при верхней и при ниж¬ 
ней подстановке, а потому 

X * 

/(*) ах* = 1 (х — г) 2 Дг) Лг. (2) 

а а , 

Заменяя же здесь снова /( х ) через функцию 

$/(*)<**. 

а 

получим 

X X ж 

^ /(*) ах* = 11 (*-*)* ^ /(г)= 

а а а 

х в 

= - ^(^Дг)*^ а{х-гУ. 

а а 


что после интегрирования по частям дает: 


х л 

| Дх) (іх* = | (х - г)*Дг) йг. 


( 3 ) 


Равенства (1), (2) и (3) естественно наводят на мысль, что при вся¬ 
ком п 

X х 


| Дх) ах" = і) (*— *У _1 /(*) &■ 


(4) 


Чтобы доказать справедливость этого равенства при всяком я, доста¬ 
точно, учитывая равенства (1), (2) и (3), доказать, что если оно спра¬ 
ведливо .. при каком-нибудь л, то оно справедливо и при следующем за 
п числом. Для этого переписываем (4) в такой форме: 

X X 

| Дх)ах" = — Дг)а(х-гГ 

а а 


и, заменив Дх) через ^ Дх)йх % интегрируем правую 


часть по частям. 



Получаем: 


т. е. 


| , /(*)<** я+1 =— -1| ^/(г )йг^ <і(х — г) я = 

а к а а 

В Ъ — X * 

- [(* — *>" ]* /00 йг \ +-^і| ( х ~ г) п /(г) <*г . 

а * =а о. 

X X 

^/( х ) ах я+ '=^ ] ] (^—*)”/СО <* 2 - 

а а 


Но это равенство есть не что иное, как равенство (4), в котором п 
заменено через /х-}-1. Следовательно, равенство (4) справедливо при 
всяком л, и мы получаем теорему: 

Последовательное п-кратное интегрирование данной функции 
от одного и того же нижнего предела может быть заменено одним 
интегрированием по формуле: 

XXX X 

I I ■ I* /(X)йх п — |(лг — г) я - 1 Дг) йг. 

а а а а 


Продиференцируем это равенство п раз. Каждое диференцирование 
уничтожает в левой части один символ интегрирования, а потому в ре¬ 
зультате мы получим равенство: 


1 а п 

(л— 1)! йх п , 


(х -г) п ~'/(г) сІ 2 =/(х). 


Следовательно, полагая 


X 

и — ( ~^ і! і)і ^ о— 2 т~ 1 /(*) л*> 


имеем 


іі п и 


( 5 ) 


Мы видим, что 

выражение 


дг 



(х — г )" -1 

(л—1)1 


Дг) йг 


есть одно из решении уравнения 


й я и . 

■ а ^=М- 
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9 202. Бесконечно малый кривой треугольник. 

Пусть три кривые, пересекаясь, образуют кривсГй треугольник АВС . 
Обозначим через а, Ь, с дуги, служащие его сторонами, а через а, у» 

противоположные им углы, разумея под уг- 
лом между двумя кривыми угол между ка- 
сательными к ним в точке пересечения их 
/у'* < 7 ^\а (черт. 211). Мы предположим, что этот тре- 

/уУ** 1 угольник бесконечно малый. Говоря точнее, 

/х Ь _ ' мы предположим, что кривые деформируются 

Ь* - по какому-нибудь закону так, что сами дуги 

' бесконечно умаляются, причем кривизна 

Черт. 211. их не может принимать как угодно 

малых значений. Одним из самых про¬ 
стых, но часто встречающихся примеров такой деформации может служить 
тот случай, когда все три кривые, не меняя своей формы, движутся по 
плоскости так, что точки А , В, С бесконечно приближаются к одной и 
той же точке. В еще более частном случае мы можем себе представить 
кривые АВ и АС неподвижными, а кривую ВС движущейся так, что 
точки В и С бесконечно приближаются к А. 

С изменением формы треугольника углы а, у тоже изменяются. 
Обозначим их пределы через а, р, у: 

Пт а~а, Ит^ = р, 1іту = у, (1) 

причем предположим, что ни один из этих пределов 
не равен нулю, т. е. предположим, что углы а, (і, у не бесконечно 
малы. 

Через а\ Ь\ с* обозначим хорды дуг а , Ь , с; эти хорды образуют^ 
обыкновенный прямолинейный треугольник, углы которого обозначим 
соответственно через а\ у, у г . 

Так как по предположению кривизны дуг не бесконечно малы, то дуги 
эквивалентны своим хордам: 

а^а\ Ь^Ь\ с\ (2) 


Мы имеем 


В пределе 


1іта г — а, = 1іту г = у. 


Ь 1 зіп р! 


а 5іпа 
Пт — = —, 
Ь г $щ р 


и так как хорды эквивалентны дугам, то по первому принципу 


.. а $іп а 

І1ГП — = —— . 

Ь зіп р 
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Так как правая часть конечна и не равна нулю, то, следовательно, 
дуги а и Ь относительно друг друга одного и того же 
порядка. Также очевидно и дуга с относительно них того же порядка, 
потому что 


с с' 5ІП і 51П У 

1 1 т — =1іт — =1іт -= —- 

а а 1 зіп а зіп а 


Из этого, конечно, не следует, что а , Ь , с будут первого порядка 
относительно бесконечно-малого, принятого за основное. Пусть это основ- 
ное бесконечно-малое будет т и пусть а порядка X относительно него. Тогда 
Ь и с будут относительно т тоже порядка ), так как они одного по¬ 
рядка с а. Пусть 

а =йг х -|- е,, й = йт х -[-8 2 , с=^§т х -4-е 3 , (5) 

где к, к, постоянные, не равные нулю, и где е 3 , е 8 — бесконечно 
малые, порядки которых относительно т выше Обозначим через 
Ь, с главные части дуг а, Ь, с: 

а = кх х , Ь~кх х , с=& т'. ( 6 ) 

Так как бесконечно-малое эквивалентно своей главной части, то 




Черт. 212. 


Ь 

Черт. 213. 


После всех этих предварительных замечаний перейдем к доказатель¬ 
ству очень важной теоремы. 

Рассматривая треугольник из хорд, мы имеем: 

Ѵ_ _ зіп [Г с' _ зіпу' 

в 7-- зіпа м 


откуда 


а' зіп а 


.. с зіп у 

Ііш — = —. 
а' зіп а 


Ь' 

ііш—: 

а’ 

я потому 


.. Ь Ь к 

ІІШ — =11ш = — 

а а к 


Иго — =1іга — =1іт -^г = —, 
а' а а к 


^_ 51ПТ 
к зіп а 


или 



Но если имеют место эти равенства, то до перехода к пределу 
мы, помножая (8) на т\ имеем право написать равенства 

кх х _ Л I х _ 

$Іпа зіп^ зіду 

т. е. равенства 


$іпа зіпр зіпу 

В этих равенствах и содержится теорема. 

Построим прямолинейный треугольник АВС , сторона А В которого 
равна с, а прилежащие углы равны а и р. Из (9) следует, что две другие 
его стороны равны а и Ь % а угол между ними равен ■у (черт. 215). 

Теорема . Если углы и кривизна дуг бесконечно малого кривого 
треугольника не бесконечно малы, то прямолинейный треугольник, 

сторонами которого служат глав¬ 
ные части сторон кривого треуголь¬ 
ника, имеет углы, равные предель¬ 
ным значениям углов данного тре¬ 
угольника. 

В целях приложения эту теорему 
выгодно формулировать так: 

Всякий бесконечно малый кри¬ 
вой треугольник, углы и кривизна 
сторон которого не бесконечно малы, можно рассматривать как 
прямолинейный треугольник при условии замены его сторон глав¬ 
ными их частями, а его углов —их предельными значениями. 

Ясно огромное значение этой теоремы. Связь между а } Ь , с может 
быть очень сложна и в большинстве случаев она с трудом поддается вы¬ 
чищению. В то же время связь между главными частями их а, Ь , с 
как сторонами прямолинейного треугольника легко поддается вычислению. 
Фактически же нам почти всегда достаточно знать только а, й, с, а не 
сами а, Ь, с, которые как бесконечно-малые являются только вспомога¬ 
тельными величинами и могут заменяться 
эквивалентными им величинами. 

В большинстве случаев бесконечно 
малые являются как приращения перемен¬ 
ных величин. В частном случае стороны 
кривого треугольника мы всегда можем 
рассматривать как приращения соответ¬ 
ствующих дуг. Действительно, выбрав на 
каждой кривой какую-нибудь точку за 
начало отсчета дуг и обозначив через 
О, т переменные дуги кривых, мы будем 
иметь 

^ — Да, с — Ьх. Черт. 216. 

Переменные а, т могут быть функциями некоторого независимого 
переменного і; приращения Д$, Да, Дт мы получаем, давая этому і при¬ 
ращение ДЛ Когда Д* бесконечно умаляется, то приращения Д$, Да, Дт 
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тоже умаляются Но главная часть приращения функции равна ее дифе- 
ренциалу, а потому согласно теореме стоит только стороны треуголь¬ 
ника вместо Да, Дт считать равными йз , йа, а углы равными их 
предельным значениям! и мы вправе наш кривой треугольник рассматри¬ 
вать как прямолинейный. Следовательно, 

если сторонами бесконечно малого кривого треугольника слу¬ 
жат приращения дуг» то его можно рассматривать как прямолиней¬ 
ный при условии считать стороны равными диференцналам, а углы — 
их предельным значениям. 

Поэтому на практике, когда имеют кривой треугольник» то на 
дугах его пишут их диференциалы, принимая углы равными предель¬ 
ным значениям, и рассматривают его как прямолинейный. 

Не надо забывать, что кривой бесконечно малый треугольник можно 
рассматривать как прямолинейный только в том случае, когда его углы 



Если это забыть, то легко притти к парадоксальным выводам. 

Рассмотрим несколько примеров на изложенное. Пусть М — точка на 
кривой, данной параметрически уравнениями 

х == <р(0» ^=ф(0- 

Требуется определить угол а направления касательной. Рассуждаем так: 
даем параметру бесконечно малое приращение. 

Получим точку М\ бесконечно близкую к М . Строим ординату точ~ 
ки М и проводим прямую М(} параллельно оси X . Получаем бесконечно 
малый кривой треугольник М'М($. Его 
мы можем рассматривать как прямоли¬ 
нейный при условии считать стороны 
его равными не приращениям Д$, Длг, 

Ду, а диференциалам йз % йх> іу, а угол 
при М равным а. Немедленно же гіо- 
лучаем хорошо нам известные соотно¬ 
шения: 

йх = <із- соз а, 

4у = <&?*5>па, 

№ = Черт. 219. 

Но заметим, что этот вывод возможен только после того, как пред 
варительно установлено понятие о длине дуги кривой и доказана эквива 
лентность ее хорде. 
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Рассмотрим другой пример, пусть (черт, ^і^ треоуегси определите 
угол р между касательной в точке М и ее радиус-вектором для кривой, 
данной в полярных координатах уравнениями 

г=/(*), »=<!>(*). \ 

Даем параметру бесконечно малое приращение Д/. Угол М(}М' ра¬ 
вен Д», но мы пишем, что он равен </ю. Проводим дугу круга М {? 
Имеем 

фЛ1' = Дг, ММ' — Д5. 

Рассматриваем кривой треугольник М^М^ как прямоугольный, при¬ 
нимая стороны его равными гЛо, ёг % сІ8, а угол при М равным 

— р. Немедленно же получаем: 

г4(і> = 4$-5іп р, йг—Лз* со$ р, = 


откуда 

йт гйі о !п г 

С0 8 Ц = -^. 5іп^= Л . с%д=- Л , Л» = А«+ЛІ.«. 

Это вполне строгий вывод. Между прочим, им удобно пользоваться, 
чтобы быстро вывести э^ти формулы, если изменит память. 



